ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

Supetar, 5. — 8 . svibnja 1999. godine

I. razred

1. KruZnice k; i kg polumjera r; = 6 i r9 = 3 dodiruju se izvana. Obje kruznice
dodiruju iznutra kruznicu k& polumjera r = 9. Zajednitka vanjska tangenta
kruznica kj i kg sijece kruznicu k u totkama P i Q. Izratunajte duljinu tetive

PQ.

2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ c = 1. Dokazite da
vrijedi nejednakost

a3 N b3 . 3

a?+b b2+ 2 +a?

>1
-2

3. Dokazite da je za svaki a € (1,2) povrsina lika kojeg omeduju grafovi funkcija
y=1-]z=1] i y=|[2z-d,
manja od 1
j 3

4. Dana je trojka (aj,as,a3) = (3,4,12). Provodimo sljedeéi postupak: biramo
dva broja a; i aj, (i # j), te ih zamijenimo sa 0.6a; —0.8a; 1 0.8a;+0.6a;. Moze
li se visekratnom primjenom gore opisanog postupka dobiti trojka (2,8,10)?
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II. razred

1. Neka su L i M redom tocke u kojima simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta iz
vrha C trokuta ABC sijeku pravac AB. Ako je |CL| = |CM|, dokazite da je
|AC|? + |BC|? = 4R?, gdje je R duljina polumjera kruznice opisane trokutu
ABC.

2. U zavisnosti o parametru a nadite rjeSenja jednadzbe
* — 2z’ +x+a2—a=0.
Za koje realne brojeve a su sva rjeSenja realna?
3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. DokaZite nejednakost

ab+c bc+a ca+b S 1.

4. Na jednom turniru sudjelovalo je n kosarkaskih ekipa. Svaka ekipa odigrala je
sa svakom drugom to¢no jednu utakmicu. NerijeSenih ishoda nije bilo. Ako na
kraju turnira i-ta ekipa ima z; pobjeda i y; poraza (i = 1,2,...,n), dokazite
da je

ittt = syl
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ITI. razred

1. Trokut ABC s kutevima a, 3, v upisan je u pravokutnik APQR tako da tocka
B lezi na stranici PQ, a toéka C na stranici QR. Dokazite da je

ctga - P(BCQ) = ctgB - P(ACR) + ctgy - P(ABP).

2. Baza piramide ABCDYV je pravokutnik ABCD ¢&ije su duljine stranica |AB| =
a i|BC| =b, a svi boéni bridovi su duljine c. Odredite povrSinu presjeka te
piramide ravninom koja prolazi dijagonalom BD baze i paralelna je boénom
bridu V A.

3. Za duljine a, b i c stranica trokuta vrijedi @ > b > c. Vrhovi trokuta srediSta
su triju krugova s nenegativnim polumjerima. Nikoja dva kruga nemaju
zajednickih unutarnjih tocaka, niti obuhvadaju neki od preostala dva vrha
trokuta. Kolika je maksimalna povrsina koju pokrivaju ti krugovi?

4. Mozemo li iz svakog deveteroclanog podskupa skupa prirodnih brojeva odabrati
Cetiri razli¢ita elementa a, b, ¢ i d, tako da brojevi a+b i c+d daju isti ostatak
pri dijeljenju s 20 ?
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IV. razred

1. Polovistem svakog brida tetraedra poloZena je ravnina okomito na suprotni
brid. DokaZite da se svih Sest ravnina sijece u tocki koja je simetri¢na sredistu
opisane sfere tetraedra u odnosu na njegovo teziste.

2. Neka je n pozitivan cijeli broj veéi od 1. Koliko ima permutacija (a1, a2, ..., @x)
brojeva 1,2,...,n takvih da postoji to¢no jedan indeks 7 € {1,2,...,n — 1} za
koji je a; > aiq1 ?

3. IzraCunajte sumu

ay as as ag
2 +22+23+"'+2k + ...

gdje je (an) niz brojeva definiran na ovaj nacin:

a1=1, aa=1, apn=an_1+an-2, 2za n>2

4. U ravnini je dan kvadrat s vrhovima T3 = (1,0), 7> = (0,1), T3 = (-1,0)
iTy = (0,—1). Za svaki n € N neka je T4 poloviSte duZine 1,7, 41. Uz
pretpostavku da niz to¢aka T;, (n — oo) ima graniénu tocku, nadite koordinate
te tocke.




