ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

Makarska, 9. - 12. svibnja 2001. godine

I. razred

1. Za koje cijele brojeve z je 2% — z — 36 kvadrat prostog broja?

2. SjeciSte dijagonala kvadrata ABCD je tocka S, dok je tocka P poloviste stra-
nice AB. Neka je M sjeciste duzina AC i PD, a N sjeciste duzina BD i PC.
Cetverokutu PM SN upisana je kruznica. DokaZite da je njen polumjer jednak
|[MP|—|MS].

3. Dokazite da za pozitivne realne brojeve a i b vrijedi nejednakost

\?/g+\3/§§\3/2(a+b)(é+%>.

4. Za koje se prirodne brojeve n pravokutna ploéa 9 x n moze prekriti plo¢icama

oblika L_| tako da se one medusobno ne preklapaju?
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II. razred

1. Neka je z kompleksan broj razli¢it od nule, koji zadovoljava jednakost 28 = z.
Koje vrijednosti moZe poprimiti broj 220017

2. KruzZnica sa sredistem O dira stranicu BC i produzetke stranica AB i AC
trokuta ABC redom u tockama K, P i Q. Duzine OB i OC sijeku spojnicu
PQ redom u totkama M i N. Dokazite da je

@N| _ |MN] _ |MP|
|AB| |BC| |CA|”

3. Neka je N prirodan broj. Dano je N trojki cijelih brojeva r;, sj, tj, za
1 < j £ N, takvih da je barem jedan od njih neparan. PokaZite da postoje
cijeli brojevi a, b, c takvi da je ar; + bs; +ct; neparan, za barem = razlic¢itih

indeksa j.

4. Neka je P poligon u koordinatnom sustavu u ravnini &ija je povrsina veéa od
1. Dokazite da postoje dvije razli¢ite tocke (z1,v1) 1 (z2,y2) poligona P takve
da su z; — x2 i y; — y2 cijeli brojevi.
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III. razred

1. U ravnini su dane dvije razli¢ite tocke O i P. Odaberimo paralelogram ABCD
kojem je tocka O srediste. Oznacimo s M i N redom polovista duzina AP i
BP. Totka Q je presjek duzina MC i ND. Dokazite da tocke O, Qi P leze
na istom pravcu i da tocka @ ne ovisi o izboru paralelograma ABCD.

2. Dan je trokut ABC takav da je |AC| # |BC|. Neka je M poloviste stranice
AB,a= 4BAC,= J4ABC, p= JACM, = 4 BCM. Dokasite da je

sinasinf _ singsiny

sinfa—B) sin(p — )’

11 1
ploce, recimo z i y, te izrauna broj x + y + ry, rezultat zapise na plocu, a z i
y obrie. Odredite broj koji ée ostati na plo¢i nakon 5to ovaj postupak obavi
2000 puta.

3. Na ploé¢i su napisani brojevi 1, Ucenik odabire dva broja s

4. Skup S sadrzi 100 prirodnih brojeva, od kojih je svaki manji od 200. PokaZite
da postoji neprazan podskup T od S takav da je produkt brojeva iz T potpuni
kvadrat.
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IV. razred

1. Na slici su unutar kruznice sa
srediStem O i polumjerom 1
nacrtani lukovi jos Sest kruznica
istog polumjera. U podruéju
izmedu dvije susjedne "latice”
upisan je niz kruznica s
polumjerima 7y, 79, 73, ...,
koje se s poCetnom kruznicom
1 susjednim kruznicama u nizu
dodiruju redom u to¢kama
Dy, Dy, D5, ... . Za svaki
n izracunajte polumjer 7,

1 duljinu d,, = |0D,,|.

2. Papir oblika kvadrata s vrhovima F, B, H i D ima stranicu duljine a. Na
njegovim stranicama FB i BH, oznadene su tocke G i A, odnosno F i C,
takve da je |FG| = = |GA| = |AB| i |BE| = |EC| = |CH|. Papir je presavinut
po duZinama DG, DA, DC i AC tako da se tocka G poklopi s B, a tocke F i
H s tockom E. Odredite volumen tako nastale trostrane piramide ABCD.

3. Dan je broj n = p1pspspa, gdje su p1, pa, p3 i ps Cetiri razlicita prosta broja.
Njegovi pozitivni cjelobrojni djelitelji su :
d1=1<d2<d3<...<d15<d16=n.
Postoji li n < 2001, takav da je dg — dg = 22?

4. Tablica idmenzija n X n ispunjena je jedinicama i nulama. Poznato je da ne
postoje Cetiri jedinice na mjestlma koje Cine pravokutnik. Dokazite da je broj

Jedinica u tablici najvise — (1 + Vdn - )



