MINISTARSTVO PROSVIETE 1 SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje uéenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Novi Vinodolski, 8. - 11. svibnja 1997. godine

I. razred

1. Neka je n prirodan broj. Nadite sva rjeSenja jednadzbe

]]..4[[].'1:—l|—2|-3}—...—-(n—l)]—n]:O.

2. Zadani su realni brojevi a < b < ¢ < d. Odredite sve mogucnosti
izbora brojeva p, ¢, .5 za koje je {a.b.¢,d} = {p.q,7, s}, a vrijednost
izraza

2

(r=a) + (=) + (=) + (s = p)?

Jje najmanja.

3. Zadane su kruZnica i tetiva koja dijeli njezinu nutrinu na dva kruzna
odsjecka. U njih su upisane kruznice ky i ky kojeiznutra diraju kruznicu
k. i danu tetivu diraju u isto] tocki s raznih njezinih strana. Dokazite
da je omjer polumjera kruznica ky i ky konstantan, tj. da ne ovisi o
polozaju zajednickog diralista s tetivom.

4. Na beskonacnom bijelom papiru podijeljenom na jednake kvadratice
neki od njih su obojeni crvenom bojom. U svakom 2 x 3 pravokut-
niku tocno dva kvadratiéa su crvena. Promatrajte bilo koji 9 x 11
pravokutnik. Koliko u njemu ima crvenih kvadrati¢a?
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. razred

1. Neka je ABCDEF praviln; Sesterokut sa sredistem O. Neka su M j

N polovista stranica CD 3V DE. 4 [ tocka presjeka Pravaca AM i BN.
Dokazite:

(a) P(ABL) = P(DALLNY:;
(b)) SALD =g 01N — G0°;
(c) OLD = ggo.

2. Dokazite da 24 pozitivne,

realne i razlicjte
Jednakost

brojeve @, bicvrijedi ne-

0
a'be s (1('1/CC“.

3. U decimalnon zapisu broja 21997 ima m znamenaka, a y zapisu broja
= 1997
5

ima n Zniamenaka. Nolika Je suma my 4 9 2

4. U ravnini Je dano 1997 tocaka. Dokazite d

a medu svim udaljenostima
Po dvije od (il 1o¢

aka ima barem 32 razlicite.
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I11. razred

1. Neka su z,y, z,a,b, ¢ cijeli brojevi za koje vrijedi:
Y, ]

% 4 1/2 = a?,
2?4 22 =02,
vt =k

Dokazite da je broj xyz djeljiv s
(a) 5, (h) 55.

2. Dokazite da za svaki realan bhroj « i svaki prirodan broj n vrijedi ne-
jednakost

n
2/2
3. Neka su u tetraedru ABC' D povrsine strana ABD, ACD, BCDi BCA

redom jednake Sy, Sy, Q1. 4, a prostorni kut izmedu strana ABD i
ACD jednak o, odnosno 3 izmedu BC'D 1 BC'A. Dokazite da je

[cosa| + |cos2e] + [cos2a| + -+ | cos 22| >

ST 453255 cosa = Q? + Q32 —2Q,Q cos .

4. Nad stranicama trokuta ABC koustruirani su slicni trokuti ABD,
BCL, CAF (k= |AD] : |DB| = |BE| : |[EC| = |CF| : |FA|;
a =4 ADB =4 BLEC =4 ('I74). Dokazite da su polovista duzina
AC, BC', C'D i EF vrhovi paralelograma, ¢iji je jedan kut jednak a,
a omjer duljina odgovarajudih stranica k.
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IV. razred

1. Nadite posljednje ¢etiri znamenke broja 31990 i broja 31997,

2. U ravnini je dana kruznica ki tocka i\'. Za bilo koje dvije razlicite tocke
Pi@Q nak, kruznica &' protazi kroz tocke P, Q i . Neka je M sjeciste
tangente na kruznicu &' u tocki A" i pravea PQ. Opisite geometrijsko
mjesto toéaka A kada P i @ prolaze svim tockama kruZznice k.

3. Dana je funkcija f definirana na pozitivnim cijelim brojevima, koja
lma ova svojstva

fn+2)=fn+2—=f(n+1))+ f(n+1— f(n)), (n>1).

(a) Pokazite da je f(n+ 1) — f(n) € {0.1} za svaki n > 1.
(b) Ako je f(n) neparan, pokazite da je f(n + 1) = f(n) + 1.

(¢) Za dam priradan broj & odredite sve vrijednosti n za koje je
flry=2""141.

4. Neka je k prirodan broj. Odredite broj nesukladnih trokuta kojima su
vrhovi u vrhovima zadanog pravilnog Gl-terokuta.



