MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske
Trogir, 5. - 8. svibnja 2004. godine

I razred

1. Odredite sva realna rjesenja sustava jednadzbi

2 —y? = 2Azztyz+z+y),
y? -2t = 20yz + 2z +y + 2),
22 —2? = 2(zy + zy + 2z + ).

2. Dokazite da su teisnice iz vrhova A i B trokuta ABC medusohno olorite
ako i samo ako za duljine stranica vrijedi jednakost

|BC|* + |AC|* = 5|AB|2.

3. Dokazite da za svaka tri realna broja z, y, z vrijedi nejednakost

|x|+ly|+|z|—|:c+y|—|y+z|-|z+m]+|x+y+zl2’{}.

4. Niz znamenaka 1, 2, 3, 4, 0, 9,6,9,4,8,7, .. konstruira se tako da Jje svaki
broj, pocevsi od petog, jednak znamenki Jedinica zbroja prethcdne éetiri zna-
menke.

a) Da li se u tom nizu redom pojavljuju znamenke 2, 0, 0, 4, tim redom?

b) Da li se u tom nizu ikad ponavljaju potetne znamenke 1, 2, 3, 4, tim redom?
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II. razred

1. Pojedini dijelovi pravilnog peterokuta ABCDE imaju povrsine oznacene sa x,
Y, z kao na slici. Ako je zadana povr$ina z, nadite povrsine y 1 z, te povrdinu
cijelog peterokuta.

2. Dokazite da za pozitivne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost

a2 b2 ”12 .
> .
(a+b)(a+c) * (b+c)(b+a) + (c+a)(c+ i) ~ 4

3. Brojevi (p,) za n € N definirani su na sljedeéi nagin:

p1 =2 iza n2>2, p, je najveéi prosti djelitelj od pips...pn_1 + 1. Dokazite
da je p, # 5 za svaki n € N.

4. Zaba skate po tockama koordinatne mreze pocevsi od tocke (1,1) po sljedeéim
pravilima:
(i) iz totke (a,b) Zaba smije skotiti u tocku (2a,b), odnosno (a, 2b);
(ii) ako je a > b, zaba smije skoiti iz (a,b) u (a — b,b), a ako je a < b, 7aba
smije skociti iz (a,b) u (a,b — a).
Da li Zaba moze stiéi u tocku
(a) (24, 40),
(b) (40, 60),
(c) (24, 60),
(d) (200,4)?
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1. Neka je ABCD kvadrat i P totka na kruZnici opisanoj kvadratu na luku AB
koji ne sadrzi toctku C. Koje vrijednosti moze poprimiti izraz
|AP| + |BP| 0

|CP|+|DP|’

2. Dokazite da u svakom trokutu vrijedi nejednakost

cosa cosf  cosvy 3
>
ad + b3 + 3 T 2abc’

pri Cemu su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, te o, B, v odgovarajuéi L iovi.

3. Visine trostrane piramide sijeku se u jedncj tocki. Dokazite da ta toile, .
jedne strane piramide, noZiste visine na tu stranu i tri tocke koje dijele preostale
tri visine u omjeru 2 : 1, poevai od vrha piramide, leze na istoj sferi.

4. Konacan broj polja beskonatne kvadratne mreze obojen je crnom '« -
Dokazite da je u toj ravnini moguée odabrati konaéno mnogo kvi i .
zadovoljavaju svaki od sljedeéih uvjeta:

(i) Unutradnjosti svaka dva razli¢ita kvadrata su disjunktne (imaju prazan
presjek).
(ii) Svako crno obojeno polje lezi u nekom od tih kvadrata.

(iii) Povrdina crnih polja u svakom od odabranih kvadrata je barem %, a naj-
vise % povriine tog kvadrata.
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IV. razred
1. Neka je n prirodan broj i neka su zy, ..., z,, wy, ..., wy kompleksni brojevi
takvi da za svaki izbor brojeva ey, ..., &, iz skupa {—1,1} vrijedi

lerz1 + ...+ enzn| < lerwy + ...+ eqwn.
Dokazite da je

|21|2 + ..+ |zn|2 < |w1[2 4.+ ]wn|2.

2. Unutar trokuta ABC' s duljinama stranica a, b, ¢ i odgovarajuéim kutovima
@, B, v postoje tocke P i @ takve da vrijedi

JBPC =J4CPA= 4 APB = 1207,

IBQC=60°+a, JCQA=60°+08, <JAQB=60°+ 1.
Dokazite da vrijedi jednakost

(IAP| +|BP| +|CP|)* - |AQ| - |BQ| - |CQ| = (abe)®.

3. Nizovi realnih brojeva (z,), (¥n), (2n), n € N, definirani su formulan.a

2.’L‘n 2yn 2Zn
T = ——— I m——— Z. = —_—
n+1 .’E% — 11 Yn+1 y?% — 17 n+1 Z% — 1a

a pocetni Clanovi su z; = 2, y; = 4 i 2; takav da vrijedi ;9121 = 71 + y1 + 21.
a) Provjerite da su za svaki n € N zadovoljeni uvjeti: 2 # 1, y2 # 1, 22 # 1.
b) Da li postoji k € N takav da je zx + yx + 2, = 0?

4. Odredite sve realne brojeve o sa svojstvom da su svi brojevi u nizu
cos @, cos 2a, cos2%q, ..., cos2”a, ...

negativni.



