ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje uéenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Mali Losinj, 10. — 13. svibnja 2000. godine
I. razred

1. Rijesite jednadzbu

u skupu prirodnih brojeva.

2. Kruznica upisana u trokut ABC dodiruje njegove stranice BC, CA i AB u
tockama A;, By, Cy. Izrazite kutove trokuta 4, B,C; pomoéu kutova trokuta
ABC.

3. Neka je m > 2 prirodan broj. Koliko rjesenja u skupu prirodnih brojeva ima

jednadzba
- L) »
m m—1

([@] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije veci od z.)

4. Na raspolaganju su kovanice od 1, 2, 5, 10, 20, 50 lipa i od 1 kune. Dokazite
da ako se iznos od M lipa moze isplatiti pomocéu N kovanica, onda se iznos od
N kuna moze isplatiti pomoéu M kovanica.
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II. razred

1. Neka je a pozitivan realan broj, a z;, x9, x3 realni brojevi takvi da je
1 + 2 + 23 = 0. Dokazite nejednakost

logo(1 + a™) + logy(1 + a®*) + logy(1 + ™) > 3.

2. Nad stranicama AC i BC siljastokutnog trokuta ABC s vanjske strane kon-
struirani su kvadrati ACXE i1 CBDY. Dokazite da se pravcei AD 1 BE sijeku
na visini iz vrha C trokuta ABC.

3. Neka su j i k prirodni brojevi. Dokazite da nejednakost

LG +K)a) + [(G+E)B] 2 e + L8] + [k(e+ 5))

vrijedi za sve realne brojeve a t # ako 1 samo ako je j = k.
(l=] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veéi od x.)
4. U unutradnjosti kvadrata ABCD stranice duljine 20, dane su tocke Tj,

t = 1,2,..,2000, tako da nikoje tri to¢ke u skupu S = {A,B,C,D} U
{T; : i« = 1,2,..,2000} nisu kolinearne. Dokazite da postoji barem jedan

trokut, s vrhovima u skupu S, povriine manje od T
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I1I. razred

1. Dane su tocke B i C, dok je A varijabilna, takva da je ¢ BAC fiksan. Polovista
stranica AB i AC su tocke D i E redom. Tocke F' i G su takve da je DF 1 AB
i EG L AC, a BF i CG su okomite na BC. Dokazite da umnozak |BF|-|CG]|
ne ovisi o polozaju tocke A.

2. Pet razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva koji pocinju s istom znamenkom
imaju svojstvo da ¢etiri od njih dijele zbroj svih pet brojeva. Nadite sve takve

petorke.

3. Kvadar je presjecen ravninom tako da je presjek pravilni Sesterokut. Dokazite
da je to moguce samo ako je kvadar kocka.

4. Dokazite da za svaki prirodan broj n > 2 vrijedi ova jednakost

[logy n) + [loggn] + ... + log, n) = |vn] + [Vn] + .. + [ ¥/n]).

(2] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije veéi od z.)
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IV. razred

1. Dana je totka Ty na paraboli P s jednadzbom y? = 2px i tocka Ty takva da je
poloviste duZine TyT} na osi parabole P. Za varijabilnu tocku T na P, razlicitu
od Tp i njoj simetri¢ne tocke s obzirom na os parabole, okomica iz tocke T} na
pravac TpT sijece paralelu s osi parabole kroz tocku T u tocki T". Sto opisuje
tocka T'7

2. Krakovi jednakokraénog trokuta ABC diraju kruznicu ¢ije se sredite nalazi
na osnovici BC tog trokuta. Tocke P i Q nalaze se na stranicama AB i AC
redom. Dokazite da je

1 2
1PBI-Icql = (;15¢)
ako i samo ako je PQ tangenta promatrane kruznice.

3. Na kruznici je zapisano n > 3 prirodnih brojeva tako da svaki od njih dijeli
zbroj dva njemu susjedna broja. Oznaimo

a, +a ay +a An_9 + a, an_1 +a
Sn:n 2+1 3++ 2 1+nl l'

ay a2 An—1 an
Odredite najvecu i najmanju vrijednost od S,,.

4. Nekaje S={ke€N : a€N, a’[k = a=1}in € N. Dokazite da je

1 -+

kesS

(lz] je oznaka za najvedi cijeli broj koji nije veéi od x.)



