HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan
Zagreb, 14. travnja 2014.

Zadatak 1.

Dan je realni broj o > 5. Dokazi da za pozitivne realne brojeve z, y, z vrijedi nejednakost:

1
3-

z(x —y)lax —y) +y(y — 2)(ay — 2) + 2(2 — 2)(@z — ) 2 0.

Rjesenje.
Dana nejednakost se moze zapisati u sljede¢em obliku:

a(z® +y° + 22 — 2’y — e — 2Pa) = 2Py + P + 2P — wy® -yt - 22

Koriste¢i teorem o mononotom preuredenju vektora slijedi da je lijeva strana prethodne nejed-

nakosti pozitivna. Zato je dovoljno dokazati Zeljenu nejednakost za o = %:

2?4+ y? + 2% 4 2(xy? + y2t + 22) = 3(2%y + vz + 2Pa). (1)

Buducdi da je nejednakost ciklicka, bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je z < z
iz <y. Neka su a,b > 0 realni brojevi takvi da je t = z +a, y = z + b. Nejednakost (1) se
moze zapisati na sljedeéi nacin:

a® — 3a*b + 2ab* + b* + 2z(a® — ab + b?) > 0.
Koriste¢i A—G nejednakost dobivamo:
a?—ab+b*>>=ab>0.

Dakle, dovoljno je dokazati:
a® 4 2ab® + b> — 3a%b > 0.

No, ta nejednakost se moze zapisati ovako:

a® — 4a*b + 4ab* + a*b — 2ab®> + b* > 0,
a(a® — 4ab + 4b%) + b(a® — 2ab + b*) > 0,
ala — 2b)* +b(a — b)* > 0,

Sto ocito vrijedi.
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Zadatak 2.

Dan je prirodni broj M > 3. KaZemo da je pravilni mnogokut sjajno obojan ako su sve njegove
stranice i dijagonale obojane u to¢no M boja tako da ne postoje tri vrha tog mnogokuta koja
odreduju trokut ¢ije su stranice obojane u to¢no dvije boje.

Neka je N najveéi prirodni broj takav da postoji sjajno obojani pravilni mnogokut s tocno N
vrhova.

a) Dokazi da je N < (M — 1)2.

b) Ako je M — 1 prosti broj, dokazi da postoji sjajno obojani pravilni mnogokut s to¢no
(M —1)? vrhova.

Rjesenje.

a) Neka je brid stranica ili dijagonala mnogokuta. Promotrimo proizvoljan vrh X, mnogokuta
koji je sjajno obojan. Tvrdimo da za svaku boju postoji najvise M —2 bridova koji izlaze iz
vrha X, u toj boji. Zaista, pretpostavimo da je Xy povezan s vrhovima X7, Xs, ..., X1
bridovima iste boje, recimo C. Neka je Y vrh spojen s vrhom X; bilo kojom bojom
razli¢itom od C. Takav vrh postoji jer bi inace svi bridovi bili boje C. Vrh Y mora biti
povezan s vrhovima X, ..., X,, bridom koji ima razli¢itu boju od C. Buduéi da je ukupno
M — 1 boja razli¢itih od C, postoje dva vrha X; i X; koji su s ¥ povezani istom bojom,
Sto je kontradikcija jer bi tada Y X;X; imao stranice obojane u to¢no dvije boje.

Dakle, broj bridova koji izlaze iz jednog vrha sjajno obojanog mnogokuta je N — 1 <
M - (M —2), $to povlaci N < (M — 1)%

b) Neka je p = M —1 prost broj i oza¢imo p? vrhova parovima (i, j) za i,5 € {0,1,...,p—1}.
Oznac¢imo boje brojevima 0,1,...,p.

Obojimo brid izmedu vrhova (i1, j1) i (i2, j2) bojom k € {0,1,...,p — 1} ako i samo ako
je j1 — ja = (i1 — i2)k (mod p) te u boju p ako i samo ako je iy = is.

Bududéi da je p prost, slijedi da je bojanje dobro definirano. Zaista, za razli¢ite parove
(11,71) 1 (i2, 72) ako je j1 — jo = (i1 —i2)k = (i1 — i2)l (mod p) za boje k i [, onda p dijeli
(11 —i9)(k—1) i1y # iy povladi k = I. Ako je iy = ig, onda j; — jo = (i1 —i2)k = 0 (mod p)
povlagi j; = j, pa to nije moguce i u tom sluc¢aju brid izmedu (i1, j1) i (42, j2) ima boju p.
Neka su (i1, 71), (i2,72) 1 (i3,J3) tri vrha trokuta tako da brid izmedu (i1, j1) i (is,jo) te
brid izmedu (ig, j2) 1 (i3, j3) imaju istu boju, na primjer k. Za 0 < k < p — 1, imamo

j1—Js = (jr — J2) + (J2 — j3) = (ix — i2)k + (i2 — i3)k = (i1 —i3)k  (mod p),

a za k = p imamo i; = is = i3. U svakom slucaju, brid izmedu (i, j1) 1 (43, j3) je takoder
obojan u boju k, pa je mnogokut sjajno obojan.

Zadatak 3.

Dan je trokut ABC u kojem je |AB| > |AC|. Neka je P poloviste stranice BC, a S tocka
u kojoj simetrala kuta <BAC sijeCe tu stranicu. Paralela s pravcem AS kroz tocku P sijece
pravce AB i AC redom u to¢kama X i Y. Neka je Z tocka takva da je Y poloviste duZzine X Z
te neka se pravci BY i C'Z sijeku u tocki D.

Dokazi da je simetrala kuta <BDC' paralelna s pravcem AS.
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Rjesenje.
Kako je

IBX|
E

BA A
(slicnost) = ||BS|| = (simetrala kuta) = ——— = (sli¢nost) =

zbog |BP| = |PC| zakljucujemo da vrijedi |BX| = |YC|.

Nije tesko uociti da vrijedi:
JAY X = <CAS = <BAS = <BXP = <AXY.

Prema uvjetima zadatka vrijedi i | XY | = |Y Z|.
Sada prema SKS teoremu o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da je ABXY = ACY Z.

To znaci da je <BY P = <PZ(C, odnosno <DY 7 = <DZY. Kako je <DYZ 4+ <DZY =
<IBDC, slijedi da je simetrala kuta <BDC paralelna s pravcem Z P, pa stoga i s pravcem AS.

Zadatak 4.
Odredi sve parove (p, q) prostih brojeva za koje je broj

qurl + qp+1

potpuni kvadrat.
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Rjesenje.
Za p = q = 2 imamo p?*! + ¢P*1 = 23 4 23 = 16, pa je (2,2) jedan dobar par.

Pretpostavimo sad da je barem jedan od p i ¢ neparan i bez smanjenja opcenitosti neka je to
p. Neka je p?tt 4¢P = 22, gdje je € N. p + 1 je paran pa moZemo pisati
pt+1 p+1

Pl =(—q7 ) a+q7).

Ozna¢imo s d najveéi zajednicki djelitelj faktora na desnoj strani. Ako je d > 1, onda d mora
biti potencija od p i d je ujedno djelitelj od 2z. Lako se vidi da tada p | ¢, pa je p = ¢. Sad
dobijemo da je 2pP*! = 2 §to je nemoguce.

Stogajed=1,2—q¢"5 =1, 2 +q¢"% =pi*li

2¢ 2 =pitt 1.

Gornja jednadzba ne moze vrijediti za neparne ¢, jer je 2" =2 (mod 4) i p?™ —1 =0
(mod 4). Zakljucujemo da je g =2 i

pt3

2% =P 1= (- D +p+ )

Zbog M(p —1,p*> + p+ 1) = 1 dobijemo da je p — 1 = 1 §to je kontradikcija s pretpostavkom
da je p neparan.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 15. travnja 2014.

Zadatak 1.

Neka je a realni broj. Nadi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi:

fle+a+ fy) = f(f(2) + fla) +y.

Rjesenje.
Uvrstavanjem x = y = —a dobijemo
ff(=a) =f(f(a) + fl@) —a = [fla) =a
Uvrstavanjem x = —a, y = a dobijemo
a=f(fl@))=f(f(-a)) +ata = [f(f(-a))=—a
Oznacimo sad f(—«) = a. Znamo da je f(a) = —a. Uvr§tavnjem z = o,y = a dobijemo
a=2a+a — a=—ao.
Na kraju uvrStavnjem y = —a dobijemo
f(x) = f(f(x)), VreR,
a uvrstavnjem z = —« dobijemo

fUfWw) =y, VyekR

Slijedi da je
f(z)=f(f(z)) ==, VzeR

Provjerom se vidi da je to zaista rjesenje.

Zadatak 2.

Neka je N > 3 neparni prirodni broj. Na pocetku se u svakom polju tablice N x N nalazi broj
0. U pojedinom potezu biraju se dva polja koja imaju zajednicku stranicu i zatim se oba broja

u tim poljima povecaju za 1 ili se oba broja smanje za 1.

Ako su nakon K poteza zbrojevi brojeva u svakom retku i svakom stupcu tablice medusobno

jednaki, dokazi da je K paran broj.
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Rjesenje.
U svakom potezu zbroj svih brojeva se poveca ili smanji za dva, pa zbroj uvijek ostaje paran.
Pretpostavimo da jsu nakon K poteza zbrojevi brojeva u svakom retku i svakom stupcu me-

dusobno jednaki i oznac¢imo ga sa S. Zbroj svih brojeva je tada jednak N - S. Buduéi da je to
paran broj, a N je neparan, zaklju¢ujemo da je S paran broj.

Primijetimo da se u svakom potezu promijeni parnost sume u dva susjedna retka ili dva susjedna
stupca. Prvo promotrimo samo one poteze koji mijenjaju parnost u dva susjedna stupca. Neka
je A; broj poteza koji mijenjaju brojeve u poljima u i-tom i (i + 1)-vom stupcu.

Broj A; mora biti paran jer su to jedini potezi koji mijenjaju parnost zbroja u prvom stupcu.
Broj poteza koji mijenjaju parnost zbroja u drugom stupcu takoder mora biti paran i iznosi
A1 + A, pa zakljucujemo da je Ay paran broj. Induktivno, zaklju¢ujemo da su svi brojevi A;
parni.

Zbog toga je ukupan broj poteza koji mijenjaju parnost u dva stupca jednak A;+As+-- -+ A, _1,
Sto je paran broj. Analogno, ukupan broj poteza koji mijenjaju parnost u dva retka je paran
broj. Zaklju¢ujemo da je ukupan broj poteza takoder paran broj.

Zadatak 3.

Neka je tocka I srediSte upisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC. Polupravci Al i BI
sijeku opisanu kruznicu k trokuta ABC u to¢kama D i E redom. Duzine DE i C'A sijeku se u
tocki F', pravac kroz tocku E paralelan s pravcem F'I sijeCe kruznicu k jos u tocki GG, a pravci
F1I1i DG sijeku se u tocki H.

Dokazi da pravei CA i BH dodiruju opisanu kruznicu trokuta DF H u tockama F' i H redom.
Rjesenje.
Neka je <BAC = o, <CBA = 3, <ACB = 7, a J sjeciste duzina DE i CB.

G

Obodni kutovi <BED, <BCD i <BAD nad tetivom BD su jednaki, tj. <BED = <BCD =

<BAD = §. Analogno dobivamo <DEC = <DBC = <DAC = § (nad tetivom DC'),

<ECA = <EBA = % (nad tetivom EA) i <CDE = <CBFE = £ (nad tetivom CFE).

2 2
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Odavde je <DFC = <DEC + <ECA = $ + 51 <CJE = <CDE + <BCD = £ + £ pa je
trokut C'F'J jednakokracan.

S druge strane, pravci F'H i EG su paralelni, odakle je <DHF = <DGFE = 180° — <ECD =
180° — («ECA + <ACB + <BCD) = 180° — (g +v+ %) =g+ g pa prema obratu teorema
o kutu izmedu tangente i tetive zakljucujemo da pravac C'A dodiruje opisanu kruznicu trokuta
DFH u tocki F.

Bududi da je CT simetrala kuta <F'C'J, vrijedi CI L DE. Buduéi da je <BED = <DEC,
pravac DE je simetrala duzine CT i <IFD = <DFC = 5+ g To povlacdi da je <HFD =
<DFC =<«CJE = <BJD. Zaklju¢ujemo da su pravci F'H i BC' paralelni i da je trokut DFH
jednakokracan.

S obzirom da je D poloviste luka BCida jednakokrac¢ni trokuti DC'B i DF H imaju paralelne
osnovice, pravac BH je osnosimetri¢na slika pravca C'F' obzirom na simetralu stranice F'H.
Zato pravac BH takoder dodiruje opisanu kruznicu trokuta DF H, u tocki H.

Zadatak 4.

Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n takvih da je najveéi prosti djelitelj
broja n* +n? + 1 jednak najveéem prostom djelitelju broja (n + 1)* + (n +1)? + 1.

Rjesenje.

Neka je p, najveéi prosti djelitelj od n* +n%+11i g, najveéi prosti djelitelj od n? +n + 1. Tada
Je Pn = qn2 112

'+t +l=0"+1>-n"=0*-—n+1)n*+n+1)=((n-10°+m-1)+1)"n*+n+1)

slijedi da je p, = max{q,,q,_1} za sve n > 2. Uzimajuéi u obzir da je n*> — n + 1 neparan,
dobijemo da je

Mn?*+n+1,n*—n+1)=M2n,n*—n+1)=Mnn*—n+1)=1,

1 zato je dn 7& n—1-
Da bi dokazali tvrdnju dovoljno je pokazati da je skup

S={ne€Z=|q>q-1 1 o> ane1}

beskonacan, jer je za svaki n € S

Pn = maX{(In, qn—l} =(4n = max{qn7 qn+1} = Pn+1-

Pretpostavimo suprotno, tj. da je S konacan. Kakojeqgo =7 < 13 =¢q3iq3 =13 > 7= q4
mozemo zakljuciti da je S neprazan skup. S je i konacan, pa zna¢i da ima najveéi element
kojeg oznac¢imo s m.

Uoc¢imo prvo da je nemoguce da vrijedi ¢, > ¢mi1 > Qma2 > -+ -, jer su svi ti brojevi prirodni,
pa mora postojati k > m takav da je ¢x < qri1 (zbog qr # qr+1). Sljedece uoc¢imo da je
nemoguce da vrijedi gx < @ri1 < Grez < -- -, Jer je Q12 = Prt1 = Max{qr, o1} = Q41 DA
ozna¢imo s [ najmanji prirodan broj > k + 1 takav da je ¢ > ¢1. Zbog minimalnosti od [
vrijedi ¢;_1 < q;, pajel € S. Kakojel > k+1 > k > m, to je kontradikcija s maksimalnogéu
od m, pa je S zaista beskonacan.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor IMO ekipe
Zagreb, 27. travnja 2014.

Zadatak 1.
Dokazi da za svaki x € [ﬁ, %] moZemo odabrati brojeve a; € {—1,1}, i =1,2,...,101 takve
da je
fei0r — 2] < 2
Tion — | < —,
101 102

pri ¢emu je
ro=1, x2p=(rp1+ 1%, za k=1,2,...,101

Rjesenje.
Za prirodni broj n, neka .S,, oznacava skup svih moguéih vrijednosti koje x, moze poprimiti za
razli¢ite odabire brojeva a;, 1 <7 < n. Na primjer:

1 123 1233455
S =1¢=,2 Sy=3-,-,=,3 S3=4-,=-,=,—-,=, =, = 44, ...
1 {27 }7 2 {373727 }7 3 {47575747373727 }7
Primijetimo da za svaki x € S,, i broj x + 1 i broj x%rl pripadaju skupu S,,.1. Nadalje, jedan od
ta dva broja je manji od 1, a drugi je veéi od 1. Zato svaki skup S,, ima paran broj elemenata.

Za prirodni broj n, neka je

Sn:{al,GQ,...,agm},With ar < ag < --- < Qom

Sn+1 = {bl,bQ, .. .,bgk}, with bl < bg < -0 K< ka.

Sljedece tvrdnje se mogu lako dokazati matematickom indukcijom:

Tvrdnja 1. m = 2""1 k= 2" i zato |Sp41| = 2|S,|.

1 n n+1
Tvrdnja 2. = —— Uy = ——, A1 = —, Aoy, = 1.
vrdnja ay n+1,a 1 Am+1 - Qo n —+
Tvrdnja 3. by < by < -+ < by, <1 < boppr1 <+ < by
1 1
Tvrdnja 4. a; = , b = )
A2m+1—i bam+1—i
1
Tvrdnja 5. b; = ——— za 1 <1 < 2m.
1+ agmi1—i
1
Tvrdnja 6. b; = —, za 1 <7 < 2m.
bom+1—i

Koriste¢i Tvrdnju 5 i Tvrdnju 4 zajedno dobivamo:

by = ——, for1<i<2m. (2)
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Za sve prirodne brojeve n > 2, dokazat ¢emo da je a;y1 — a; < %%1 zasve 1 <1< m. To je

oCito istina za n = 2.

Kao pretpostavku indukcije, pretpostavimo da je ta tvrdnja toc¢na za neki prirodan broj n.

Dokazat ¢emo da ta tvrdnja vrijedi i za n + 1, tj. dokazat ¢emo da jebi11 —b; < 55 +1 za sve
1 <7< 2m.
Koristedi (2) i Tvrdnju 2 zakljucujemo da je
n n+1
bm = ) m+1 — .
2n+1 2n+1
Zato je
b by, = !
T T o 41
i tvrdnja vrijedi za ¢« = m. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za ¢ < m. Imamo:
1 1 Aiy1 — G
bit1—b; = - = .
Qi1 +1 a; + 1 (1+ai)(1+al~+1)
Prema pretpostavci indukcije a;11 — a; < ﬁ, pa iz Tvrdnje 2 zaklju¢ujemo da je a; > n%rl i
A1 2 %H Dakle,
Qi1 — Q; T 1
bi . bl _ i+ i < 2n—1 < ’
! I+a)(l+am)  (I+ 50+ 2n+1

pri ¢emu je zadnja nejednakost ekvivalentna nejednakosti 2n? — 5 > 0 koja o¢ito vrijedi za sve
n > 2. Konacno, dokazat ¢emo da je b1 1 — b; < zam <1< 2m.

Iz Tvrdnje 6 slijedi

2n+1

1 1 bii1—b; 1
bt — by = — — - A <b b

+ bj bj+1 (1 + b])(l + bj+1) gL 2TZ + 1
gdje je 1 =2m —i <m.
Za n =101, neka je S1o1 = {c1,¢0,...,¢s}, gdje je cp < g < -+ < .
Bududi da je ¢; = 10% icg = %, znamo da je ¢; — 111 < ﬁ and ﬂ(l) s < 2—01
Dakle, u skupu S/, = {co, c1,...,¢s,Cs11} UZ g = 1 icer = ﬂ(l) vrijedi:

1 .
cz-+1—ci<ﬁ,for0<z<s
110

Za dani z € [111> ﬁ} neka je j takav indeks da Vrijedi ¢; <o < c¢jy. Bududidaje cjyg —¢; <

o7 zakljudujemo da je |z — ¢;| < 77 ili [z — ¢4 < 75

Zadatak 2.

Neka je N prirodni broj. Stepenicama zovemo dio kvadratne ploc¢e dimenzija N x N koji se
sastoji od prvih K polja u K-tom retku za K = 1,2,..., N. Na koliko je nac¢ina moguce
razrezati stepenice na pravokutnike razlic¢itih povrsina koji se sastoje od polja dane ploce?
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Rjesenje.
Primijetimo da se svaki kvadrati¢ na dijagonali nalazi u razli¢itom pravokutniku, pa je potrebno

barem N pravokutnika. Pravokutnici ¢e zajedno ¢initi povrSinu koja iznosi barem 142+ - -+ N.

Buduéi da je povrsina stepenica 1+ 2 + --- + N, mora biti to¢no N pravokutnika, koji imaju
povrsine 1,2, ..., N i u svakom od njih se mora nalaziti to¢no jedno polje na dijagonali.

Promotrimo pravokutnik koji sadrzi polje u kutu stepenica i pretpostavimo da su njegove
dimenzije A x B. Buduéi da se u tom pravokutniku nalazi i jedno polje na dijagonali vrijedi
A+B=N+1.

Dakle, povrsina tog pravokutnika je A- B=A-(N+1—A) > N.

Buduéi da je povrsina bilo kojeg pravokutnika najvise N, mora vrijediti jednakost. Odavde
zakljuCujemo da je A=11ii A= N.

U oba slucaja, pravokutnik koji sadrzi polje u kutu stepenica mora imati povrsinu N i nakon
Sto ga odrezemo preostaju nam stepenice dobivene od plo¢e dimenzija (N — 1) x (N —1).

Ako ozna¢imo s F) broj nacina na koje je moguce razrezati stepenice dobivene od ploce di-
menzija N x N, onda je Fiy = 2- Fy_,. Bududi da je F} = 1, slijedi Fyy = 2V71.

Zadatak 3.

U siljastokutnom trokutu ABC, u kojem je |AC| < |BC|, tocke M i N su redom nozista visina
iz vrthova A i B. KruZnica sa sredistem O opisana trokutu ABC' i kruZnica sa sredistem S
opisana trokutu M NC sijeku se u tockama C' i D. Ako je tocka P poloviste duzine AB, dokazi
da tocke P, O, S i D leze na istoj kruznici.

Rjesenje.
Neka je H ortocentar trokuta ABC'. Duzina C'H je promjer opisane kruznice trokuta MNC'.

Uoc¢imo da je C'D zajednicka tetiva kruznica opisanih trokutima ABC i M NC' a to znadi da
je C'D okomito na spojnicu njihovih sredista, SO.

Kako je <«CDH = 90°, vrijedi DH || SO.
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Poznato je da je |[CH| = 2|OP| pa je |SH| = |OP|. Kako je CH || OP (oba pravca su okomita
na AB), slijedi da je SOPH paralelogram, pa je i SO || HP.
Sada mozemo zakljuciti da je DH || HP, a to zna¢i da su tocke D, H i P kolinearne.

Kako vrijedi |OP| = |SH| = |SD|, ¢etverokut DPOS je jednakokrac¢ni trapez, pa mu se moze
opisati kruznica.

Zadatak 4.

Neka je n neparan prirodni broj veéi od 3. Oznacimo sa k najmanji prirodni broj takav da je
kn + 1 potpuni kvadrat i oznac¢imo sa [ najmanji prirodni broj takav da je In potpuni kvadrat.

Dokazi da je broj n prost ako i samo ako vrijedi k£ > in il> in.

Rjesenje.

= Ako je n = p prost, onda je | = p pa je ocito | > §. Za k vrijedi: kp = (y — 1)(y + 1)
pajey—1=Fk, y+1=kpiliy—1=kyp, y+1=k, Usvakom slucaju, zbrajanjem
ove dvije jednakosti dobijemo 2y > p. Ako bi vrijedilo da je 4k < p, (odnosno 4k < p jer je p
prost) onda bi imali > = kp + 1 < % + 1, odnosno: p? < 4y? < p? + 4. Ovo nije moguce jer
izmedu p? i p? + 4 nema kvadrata.

<= Dokazat ¢emo da nije moguce da je 4/ > n i 4k > n i da n nije prost. Pretpostavimo

suprotno, da to vrijedi za neki slozeni neparni prirodni broj n. One proste faktore od n koji
dolaze na parnu potenciju sve strpamo u z, ostale izdvojimo:

n:x2.ptf1...pgé‘_
Tada je l =py1 -+ - ps.

4p1...p8:4l>n:x2.p‘f1...pgs >x2p1"'ps-
Dakle, 22 < 4 pa je v = 1.
Ako je neki a; > 1 onda je a; = 3 (jer smo sve parne potencije bili stavili u ). Tada vrijedi:

dpy---pe=Al>n=p{ - --pl = pi-pre-p
tj. p? < 4, §to nije moguce. Dakle,
n=pi-ps

Ozna¢imo s y najmanji prirodni broj veéi od 1 takav da je y? — 1 djeljivo s n (takav sigurno
postoji jer je (n+ 1)* — 1 djeljivo s n). O¢ito je kn+ 1 = 32, a lako se vidi da je k > § <=
2y > n.

Oznacimo sada n = pr, gdje je p = p; za neki 4, a r je umnozak svih p; za j # i. Iz pretpostavke
da je n slozen slijedi da je r > 1.

Neka je T broj takav da je T =1 (mod r), T = —1 (mod p), 0<7T <n. Po CRT postoji
jedinstveni takav. Pogledajmo broj S =n —T. Vrijedi: S = —1 (mod ), S =1 (mod p), te
T? = 58?2 =1 (mod n). Stoga su T i S kandidati za y. A jedan od njih je manji od 5. Paje
k <%, sto je kontradikcija.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor MEMO ekipe
Zagreb, 27. travnja 2014.

Zadatak 1.
Za dani prirodni broj n nadi najmanji prirodni broj k sa sljede¢im svojstvom:
Ako su aq, as, ..., aq realni brojevi, 0 < a; < 1, a1 +as+- - -+ay = n, tada je moguce rasporediti

tih d brojeva u k grupa tako da je zbroj brojeva u svakoj grupi najvise 1 (neke grupe mogu biti
prazne).

Rjesenje.
Rjesenje je k = 2n — 1.
Akojed: 2n—1ia1 = - = Q9p—1 —

2n
najvise jedan broj zbog 23’11 > 1. Stoga je k > 2n — 1. Preostaje pokazati da uvijek postoji

odgovarajuca particija u 2n — 1 grupa.

5.7, tada svaka grupa particije moze sadrzavati

Dokaz provodimo indukcijom po d. Za d < 2n — 1 tvrdnja je oc¢ita. Ako je d > 2n, tada zbog
(a1 4 az) + -+ (agn—1 + ag) <n

postoje dva broja a;, a;,1 takvi da je a;+a;.1 < 1. "Spojimo" ta dva broja u jedan novi broj a;+

a;+1. Po pretpostavci indukcije, odgovarajuéa partija postoji za d — 1 brojeva ay,...,a;_1,a; +
Giy1,Aivo, -, 0q. To inducira odgovarajuéu particiju i za ay, ..., aq.
Zadatak 2.

Dvadesetoro djece ima 100 vrpci. Svaku vrpcu drze za krajeve dva djeteta. Dva djeteta mogu
zajedno drzati samo jednu vrpcu. Pretpostavimo da je par vrpci ¢ija Cetiri kraja drze razlic¢ita
djeca moguce odabrati na 4050 nac¢ina. Dokazi da svako dijete drzi jednak broj vrpci.

Rjesenje.
Oznac¢imo djecu brojevima 1, 2, ..., 20. Neka je d; broj vrpci koje drzi dijete oznaceno brojem

. Buduéi da svaku vrpcu drze dva djeteta imamo
20
> d; =2-100 = 200.
i=1

100 -
0099 = 4950.

Broj svih parova vrpci je

Par vrpci je takav da ¢etiri kraja ne drze razlicita djeca je zapravo par vrpci takav da postoji
dijete koje drzi jedan kraj obje vrpce tog para.

Zato je

2, d; -+ (di— 1
Z (2) = 4950 — 4050 = 900.

Odavde slijedi

20 20
3 d? = 1800 + > d; = 1800 + 200 = 2000.

i=1 =1
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Korsite¢i A-K nejednakost dobivamo

10 = 10.

d1+dg+---+d20<\/d%+d§+---+d§0
B 20 h 20

Buduéi da se jednakost u A-K nejednakosti postize ako i samo ako su svi d; jednaki, slijedi
tvrdnja zadatka.

Zadatak 3.

Neka je ABC siljastokutni trokut u kojem je |[AC| > |BC|. Neka je H ortocentar tog trokuta,
N noziste visine iz vrha B, a P poloviste duzine AB. KruZnice opisane trokutima ABC' i CHN
sijeku se u tockama C'i D. Dokazi da tocke B, D, N i P leze na istoj kruznici.

Rjesenje.
Ozna¢imo <BAC = «.

Trokut ABN je pravokutan, a tocka P poloviste njegove hipotenuze pa je <BPN = 2a. S
druge strane,

<BDN = <BDC — <NDC
= (180° — <BAC) — <NHC (jer su ABDC' i NHDC tetivni ¢etverokuti)
= (180° — ) — v = 180° — 2qv.

Dakle, <BPN + <BDN = 180°, pa je cetverokut BPN D tetivan.

Zadatak 4.

Neka su a, b, c razlic¢iti prirodni brojevi i neka su r, s, t prirodni brojevi takvi da vrijedi:
ab+1=r?% ac+1=s% be+1=1t%

rs rt st
Dokazi da ne mogu sva tri razlomka —, —, — biti prirodni brojevi.
s’ r
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Rjesenje.
rs rt st
Pretpostavimo suprotno, tj. da su i prirodni brojevi.
s r

Uoc¢imo prvo da bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a < b < ¢. Buduéi da

rs
je - prirodan broj, i TR je prirodan broj, odnosno

r?’s>  a*bc+ab+ac+1 , ab+ac+1-—a?
= = Qa
t? bc+1 bc+1

je takoder prirodan broj. 1z a < b < ¢ slijedi
ab+ac+1—a®>>ac+1=s*>0.
Time zaklju¢ujemo da su i brojnik i nazivnik gornjeg razlomka pozitivni, pa mora vrijediti
ab+ac+1—a*>>bc+1 = (b—a)(c—a) <0,

Sto je kontradikcija.
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