HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan

Zagreb, 18. travnja 2015.

Zadatak 1.

Neka m prirodni broj. Dano je 2™ papira i na svakom od njih napisan je broj 1. U svakom
potezu dozvoljeno je izabrati dva razli¢ita papira, pobrisati brojeve a i b koji pisu na tim
papirima te na oba papira napisati broj a + b.

Dokazi da nakon 2™ 'm poteza zbroj brojeva na svim papirima iznosi najmanje 4™.
Rjesenje.
Oznacimo sa Sy 1 P, zbroj i umnozak svih brojeva na papirima nakon k-tog poteza. Bududi da

u svakom potezu uzmemo dva papira na kojima piSu a i b i zamijenimo ith s a +b i a + b, za
umnoske brojeva u k-tom i (k + 1)-vom potezu vrijedi

Iz toga slijedi

Bududéi da je Py = 1, slijedi da je P, > 4% i posebno Ppgm-1 > 4™ . Primjenom A-G
nejednakosti na 2™ brojeva koji pisu na papirima nakon m2™~! koraka, slijedi

1

Sm2m71 > om , Qm/PQO,l > om ., <4m2m*1)27m —om, 4% — 4m

Zadatak 2.

Carobna triangulacija je podjela trokuta na manje trokute kona¢nim brojem duzina ¢iji su
krajevi vrhovi trokuta ili tocke u njegovoj unutrasnjosti, pri ¢emu se u svakoj od tih tocaka
(uklju¢ujuéi vrhove trokuta) sastaje jednak broj duZina.

Na koliko najvise manjih trokuta trokut moze biti podijeljen ¢arobnom triangulacijom?
Rjesenje.
Neka n oznafava broj manjih trokuta, ¢ broj tofaka triangulacije (uklju¢ujué¢i vrhove danog

trokuta), d broj duzina (ukljuc¢ujuéi stranice danog trokuta), a k broj duzina koje se sastaju u
svakoj tocki triangulacije.

Ocito vrijedi t - k = 2 - d. Nadalje, d duzina su stranice n + 1 trokuta pa vrijedi 2d = 3(n + 1)
jer je svaka duzina stranica to¢no dva trokuta.

Konac¢no, promotrimo zbroj svih unutarnjih kutova manjih trokuta. S jedne strane, taj zbroj
iznosi n-180°. S druge strane, u svakoj od ¢t — 3 tocaka u unutrasnjosti trokuta taj zbroj kutova
iznosi 360° pa kad tome prirodamo kutove velikog trokuta dobijemo da zbroj unutarnjih kutova
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manjih trokuta iznosi 180° + (¢t — 3) - 360°. Stoga je n - 180° = 180° + (¢ — 3) - 360°, odnosno
2t = n + 5. Iz ovih jednadzbi dobijemo da je

Dakle, 6 — k je djelitelj broj 24 i jedine mogucosti za koje se dobije da n prirodan broj su
k € {2,3,4,5}, odnosno n € {1,3,7,19}. Najveéa moguc¢a vrijednost broja manjih trokuta je
19, a primjerom pokazujemo da se to zaista moze postiéi.

Napomena: Umjesto promatranja zbroja unutarnjih kutova manjih trokuta, za dobivanje trece
jednadzbe koja povezuje promatrane brojeve mozemo iskoristiti Eulerovu formulu za planarne
grafove:

v—e+ f=2

pri ¢emu je v broj vrhova grafa, e broj bridova grafa, a f broj podru¢ja (ukljucujuéi vanjsko,
neomedeno podruéje). Prema naSim oznakama, broj vrhova je ¢, broj bridova je d, a broj
podrucja je n + 1 pa dobijemo da vrijedi

t—d+n=1.

Zadatak 3.

Kruznice ki i ks sijeku se u tockama M i N. Pravac [ sije¢e kruznicu k; u to¢kama A i C, a
kruznicu ks u tockama B i D tako da se tocke A, B, C'i D na pravcu [ nalaze u tom poretku.
Neka je X tocka na pravcu M N takva da se tocka M nalazi izmedu tocaka X i N. Neka je P
sjeciste pravaca AX i BM, a @) sjeciste pravaca DX i CM.

Ako je K poloviste duzine AD, a L poloviste duzine BC, dokazi da se pravei XK i ML sijeku
na pravcu PQ.
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Rjesenje.
Neka je Y drugo sjeciste kruznice k; s pravcem AX i neka je Z drugo sjeciSte kruznice ko i
pravca DX.

Kako pravci AY, DZ i M N prolaze tockom X, prema obratu teorema o radikalnom sredistu,
cetverokut AY ZD je tetivan. Zato vrijedi <Y ZX = <X AD.

Kako je AY M C tetivan, vrijedi <Y MQ = <Y AC = <XAD paje<YMQ =<YZX =<YZQ
i slijedi da je cetverokut QY M Z tetivan.

Analogno se dokazuje da je cetverokut PY M Z tetivan pa tocke P, Q, Z, Y, M leze na istoj
kruznici. Odatle slijedi <QPY = <QZY = <X AD pa je PQ || AD.

Stoga su ADPQ i BCP(Q trapezi, a kako se polovi§ta osnovica trapeza i sjeciSte njegovih
dijagonala nalaze na istom pravcu, zaklju¢ujemo da pravci K X i LM prolaze polovistem duzine
PQ. Time je tvrdnja dokazana.

Zadatak 4.

DokaZi da niz

k

sadrzi beskona¢no mnogo neparnih brojeva.

2k
ak:{J, keN

(|z] oznacava najveci cijeli broj koji nije veéi od z.)
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Rjesenje.
Za proizvoljni k = 3 - 4%, pri ¢emu je [ prirodni broj, imamo
ok 23A4l 23.41721 23.41721 -1

% 3.4 3 3 +

W =

Buduéi da je broj 3 - 4L — 2 prirodan i paran, vrijedi 242 = 4 = 1 (mod 3) pa je broj
234'=20 _ 1 prirodan, neparan i djeljiv s 3.

2k 23-41—2l -1 1 23~4l—2l -1
= {kJ - {3+3J R

neparan, ¢ime smo dokazali tvrdnju.

Zato je 1
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 19. travnja 2015.

Zadatak 1.

Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve x, y, z vrijedi nejednakost

22 2 .2 (& +y+2)?
+ + 2 55 5 5 :
ry+z yz+ax zx+y 3a(y+1)+y*(z+ 1)+ 22(x+ 1))

Rjesenje.
Iz CSB nejednakosti imamo da je

22 y? P
< + +
y+z yzt+x zx+vy

)-laay+2)+ ylyz +0)+ 2G4 )] > (vE+uyT+ VD (1

Nejednakost medu sredinama nam daje

2
<Jc\/§+y\/§—l—z\/3>3 LTyt
3 =

3 )
odnosno
EN RSN R s Al o)
Iz A-G nejednakosti slijedi
4y 42 > ey +yz+ 2w (3)

Sada iz (1), (2) i (3) slijedi

LA (rvx + Yy + 21/2)?
ry+z yz+c  zwdy  2?y+yz+22e 4 zo 4oy +yz
(0V/E + 97+ 22
Ty 22 + 220+ 2 4 y? + 22
< (z+y+2)?°
T3y + 1) H Az 1)+ 2 (e + 1))

Zadatak 2.

Dan je prirodni broj N. U svakom polju tablice N x N na pocetku je upisana nula. U svakom
potezu dozvoljeno je odabrati redak ili stupac, obrisati sve brojeve koji se nalaze u njemu i
upisati brojeve od 1 do N proizvoljnim redom. Koliko maksimalno moze iznositi zbroj svih
brojeva u tablici?
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Rjesenje.
Prvo ¢emo dokazati sljede¢u tvrdnju:

Neka je k prirodan broj. Dan je pravokutnik dimenzija m xn (m,n > k) kojemu su na pocetku
sva polja bijela. U svakom potezu mozemo odabrati neki redak ili stupac i prebojati polja
u njemu tako da ima najviSe k crnih polja (ostala su bijela). Tada ¢e u svakom trenutku u
pravokutniku biti najmanje (m — k) - (n — k) bijelih polja.

Gornju tvrdnju éemo dokazati indukcijom po broju polja u pravokutniku.

Za m = k ili n = k tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo sad da su m,n > ki da tvrdnja vrijedi
za sve pravokutnike dimenzija manjih od m x n. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da
smo u zadnjem potezu radili transformaciju na nekom retku, tj. bojali ga. Tada se u tom retku
nalazi barem n — k bijelih polja. Ako isklju¢imo taj redak moZzemo pretpostaviti da su se sva
prijasnja bojanja odvijala na pravokutniku dimenzija (m — 1) x n. Po pretpostavci indukcije
taj manji pravokutnik ima barem (m —1—k)- (n— k) bijelih polja, §to znac¢i da na$ promatrani
m x n pravokutnik ima barem

m—k)+(m—-1—k)(n—Fk)=(m—k)(n—k)

bijelih polja. Time je tvrdnja dokazana.

Neka je sad m = n = N i pretpostavimo da se nakon nekoliko poteza u tablici nalazi A; brojeva
i (1 <i< N). Ako uzmemo da su nam polja u kojima pise broj N crna, a sva ostala bijela, u
tom slucaju je k =11 gornja tvrdnja nam daje

Ay < N?* — (N - 1)~

Ako uzmemo da su nam polja u kojima pisu brojevi N — 1 i N crna, a sva ostala bijela, onda
vrijedi da je k = 2 i dobijemo

Anv_1+ Ay < N* — (N - 2)%

Opcenito, ako uzmemo da su nam polja u kojima pisu brojevi S +1,...,N — 1, N (S =
N —1,N —2,...,0) crna, a sva ostala bijela, onda je k = N — S i iz gornje tvrdnje slijedi

Asi1++ Ay < N* = S
Zbrajanjem gornjih nejednakosti za S = N — 1, N —2,...,0 dobijemo
N-Av+(N—-1Ax_ 1+ (N —=2)Ay o+ - +24A2+ A
<KN-N*—((N=12+(N-22%+---+0%

(N-1)N@2N —1) 4N3*+4+3N?*-N
6 B 6 '

= N3

Zadatak 3.

U siljastokutnom trokutu ABC vrijedi |AB| > |BC/|, a totke A; i C su redom nozista visina
iz vrhova A1 C. Neka je D drugo sjeciste kruznica opisanih trokutima ABC i A BC (razlic¢ito
od B). Neka je Z sjeciSte tangenata na opisanu kruznicu trokuta ABC u to¢kama A i C, te
neka se pravci ZA i A;C] sijeku u tocki X, a pravci ZC' i A;Ch u tocki Y.

Dokazi da tocka D lezi na kruznici opisanoj trokutu XY Z.
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Prvo rjesenje.
Neka su o = <BAC, f = <CBA iy = <ACB veli¢ine kutova trokuta ABC'.

Z

Zbog <«CAZ = <ZCA = 8 (kut izmedu tetive i tangente) slijedi <XZY = <AZC = 180°—20.
Cetverokut CAC; A, je tetivan, stoga je <C1A1B = <Y A1C = a i <BC1A] = <AC1 X =17.

Bududéi da je <X AC, = 180° —<CAZ —<BAC = 180°— f—« = 7, iz trokuta AX C dobivamo
<CC1 X A = 180° — 2. Analogno, iz trokuta A;Y C dobivamo <CY A; = 180° — 2a.

Pokazat ¢emo da je A;AX D tetivni ¢etverokut. Buduéi da su ¢etverokuti A;C1BD i CABD
tetivni, vrijedi <C1 DB = <C1A1B = a i <ADB = <ACB = ~, stoga je <ADC] = <ADB —
<C1DB = v — a. Nadalje je <A, DC, = <A1 BC = 3, zbog ¢ega je

<IA1DA = <A1D01 — <IAD01 = 6 — ("}/ — Oé) = o+ B -7 = 180° — 2’}/ = <A1XA,

pa je cetverokut A;AX D tetivan.

Sli¢no, <CDC) = <CDA+ <ADC, = B+ (7 — a) = 180° — 2a = <CY (4, pa je i Cetverokut
CC{DY tetivan.
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Sada imamo:
Y DX =<YDC+ <CDA+ <ADX
= <Y(C,C+ <«CBA+ <AA X
= <A,C1C + <CBA+ <AA (Y
=(90° =) + B+ (90° — a) = 25,
stoga je <XZY + <Y DX = 180°, odakle zakljucujemo da je ¢etverokut X DY Z tetivan.

Drugo rjesenje.
Neka je T poloviste duzine C'A. Iz |CZ| = | ZA| slijedi da je ZT simetrala kuta <AZC.

Z

Primijetimo da je <XAB = <ACB = <BC1A; = <AC, X i |AT| = |C4T| (trokut CAC} je
pravokutan), pa je XT simetrala duzine AC;. Analogno je YT simetrala duzine A;C.

Neka je O srediste kruznice opisane trokutu ABC, H ortocentar trokuta ABC' i L poloviste
duzine BH. Radikalna os krunica opisanih trokutima BDH i ABC okomita je na spojnicu
njihovih sredista, stoga su pravci BD i OL medusobno okomiti. Buduéi da jei BD 1 DH,
slijedi LO || DH. Poznato je da je ¢etverokut OLHT paralelogram, pa je OL || HT i slijedi da
su tocke D, H i T kolinearne.

S obzirom na to da je

<I'DA=<TDB —-<ADB =<HDB — <ACB =90° — <XAB = <T'XA,
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cetverokut TAX D je tetivan.

Sli¢no,
<CDT =<CDB—<TDB = (180°—<BAC)—<HDB = 180°—<BCY —-90° = 90°—<BCY = <«CYT,

pa je i cetverokut CT DY tetivan.

Zato vrijedi

QY DX +<aXZY = <Y DT + <TDX + <X ZY
= (180° — <TCY) + (180° — <X AT) + <X ZY
= QZCA+ <9CAZ + <AZC = 180°,

¢ime smo dokazali da je ¢etverokut X DY Z tetivan.

Zadatak 4.

Neka je n > 2 prirodni broj i p prosti broj. Ako je broj p — 1 djeljiv brojem n, a broj n® — 1
djeljiv brojem p, dokazi da je 4p — 3 kvadrat nekog prirodnog broja.

Prvo rjesenje.

Bududi da n dijeli p — 1, postoji prirodni broj a takav da je p —1 =an. Uz tojep—1 > n.

Iz uvjeta da je n®> — 1 = (n — 1)(n? + n + 1) djeljiv prostim brojem p, slijedi da je n® +n + 1
djeljiv s p. Naime, 1 <n —1 < p, pa n — 1 ne moze biti djeljiv s p.

Dakle, an +1 = p | n? + n+ 1. Zbog toga je 1 < a < n+ 1 (jer je za a > n + 2, broj
an+1>(n+2)-n+1=n>+2n+1>n?+n+1, §to je nemoguce).

Takoder, iz iste djeljivosti slijedi da an +1]a-(n>+n+1)—n-(an+1) = (a — 1)n + a, $to
je pozitivno, pa mora biti (a — 1)n +a > an + 1, iz ¢ega je a = n + 1.

Slijedi dajea=n+1,teje p=n%+n+ 1.
Stoga je 4p — 3 =4n? +4n+ 1 = (2n + 1)%

Drugo rjesenje.

Bududi da n dijeli p — 1, postoji prirodni broj a takav da je
p—1=an. (4)

Nadalje, zaklju¢ujemo da je p — 1 > n.

Iz uvjeta da je n®> — 1 = (n — 1)(n? + n + 1) djeljiv prostim brojem p, slijedi da je n? +n + 1
djeljiv s p. Naime, 1 <n — 1 < p, pa n — 1 ne moze biti djeljiv s p.

Stoga postoji prirodni broj b takav da je
n*+n+1=bp. (5)
Kombiniranjem jednakosti (4) i (5) dobivamo:

n*+n+1=blan+1),
n(n+1—ab)=0—1.
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Oznaéimo ¢ = n + 1 — ab € Ny. Tada vrijedi
b=cn+1. (6)
Sada imamo:
n+n+1l=bp=(cn+1)(an+1)=acn®+ (a+c)n+1,

odakle oduzimanjem jedinice i dijeljenjem s n dobivamo

n+1=acn+a+ec. (7)

Ako je ¢ > 0 onda je desna strana prethodne jednakosti ve¢a od lijeve (jer su a i n prirodni
brojevi). Stoga zakljuujemo da jec=0pajeb=1,ap=n*+n+1.

Konacno
dp—3=4n*+n+1)—-3=4n*+4n+1= (2n+1)%

Trece rjesenje.
Kako jen > 2, iz n | p — 1 slijedi p — 1 > 2, pa je p neparan prost broj.
Izn>2in|3—1 bislijedilo n = 2, ali ne vrijedi da 3 | 2% — 1. Dakle, p # 3, pa je p > 5.

Iz uvjeta da je n®> — 1 = (n — 1)(n? + n + 1) djeljiv prostim brojem p, slijedi da je n® +n + 1
djeljiv s p. Naime, 1 <n —1 < p, pa n — 1 ne moze biti djeljiv s p.

Postoje k,t € N takvi da je kn = p—1i tp = n® — 1. Faktorizacijom razlike kubova dobivamo:
tp=m—-1)"n"+n+1)=m—-1)((n—1°+3n)=(n—-1)((n—1)>+3(n—1)+3).

Iz tp = n3 — 1 slijedi

t(kn+1)=n—1
t4+1=n®—nkt
t+1=n(n*— kt)

pa je n? — kt > 1 (jer je s lijeve strane prirodan broj).

Iz p|n®>+n+1slijedidajep<n®+n+1. Iztogaiiztp = (n*+n+1)(n — 1) proizlazi da
jet>n—1. Slijedi da je 1 <n? —kt <n?—k(n —1) =n? — kn + k, odnosno redom

n’—kn+k—1>0
(n—1(n+1)—kn—-1)>=0
(n—1)(n+1-k) >0,

pa, budué¢idajen —1> 0, slijedidajein+1—F%k > 0.
Izp|n?+n+1slijedidap|n*+n+p—nk tj.p|nn+1-k). Kako je M(p,n) =
M(kn+1,n) =1, slijedidap|n+1—Fk Akojen+1—4k >0, imamo p < n+ 1 — k, tj.
kn+1<n+1—k kn<n—k k(n+1)<n,iz ega je n > n + 1, §to nije istina.
Zatojen+1—k=0,tj. k=n+1lpaip=kn+1=(n+1)n+1=n?>+n+ 1. Konacno je
dp—3=4dn’*+4n+1= (2n+1)%
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor IMO ekipe

Zagreb, 25. travnja 2015.

Zadatak 1.
Odpredi sve funkcije f: R — R za koje vrijedi

@)@ = f(y) + 22y = f(2)f(x +y), zasvex,ycR.

Rjesenje.
Oznac¢imo a = f(0). Ako uvrstimo z = y = 0 u danu jednadzbu, dobivamo
fla)(—a) = a’, (8)

sto povladi a =0 ili a = —f(a).

Ako uvrstimo x = a, y = 0 u danu jednadzbu, dobivamo f?(a) = 0, §to u kombinaciji s uvjetom
(8) daje a =0, tj. f(0) = 0.

Uvrstimo li ¥y = 0 u danu jednadzbu, dobivamo
vf(f(2) = f*(@). (9)
Ozna¢imo b = f(1). Uvrstimo li z = 1 u (9) dobivamo
f(b) =" (10)
Uvrstimo li # = 1, y = b u danu jednadzbu, te iskoristimo (10) dobivamo
V(1 —b%) +2b=bf(b+1). (11)
Sli¢no, uvrstimo li z = b, y = 1 u danu jednadzbu, te iskoristimo (10) dobivamo
2b="0"f(b+1). (12)

Ako je b =0, uvrstimo li z = 1 u danu jednadzbu, dobivamo us 2y = 0, §to o¢ito nije moguce
za sve y € R. Dakle, b # 0 i iz (12) dobivamo

bf(b+1) =2. (13)
Iz (11) i (13) Slijedi

b*(1 —b*) +2b =2,
(b—1)*b*+2b+2) =0.

Jedini realni broj koji zadovoljava ovu jednadzbu je b = 1. Dakle, f(1) = 1.
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Uvrstimo li z = 1, y = x u danu jednadzbu, dobivamo
flx+1)+ f(x) =22+ 1. (14)
Uvrstimo li y = 1 u danu jednadzbu, te iskoristimo (9) dobivamo
fA(x)(x—1)+22° = af(x)f(z +1). (15)
Za dani x, neka je t = f(x). Iz (14) i (15) dobivamo

t*(x— 1)+ 22% = 2t(2x + 1 — ),
(t —x)(2tz —t — 22) = 0.

Dakle, za svaki x € R vrijedi

2x

f@) =z or fl@) =5

Neka je S ={zx € R| f(z) # z}. 1z (14) zakljuCujemo x € S = x + 1 € S. Dakle, skup S je
prazan ili beskonac¢an. Pretpostavimo da je S # (). Ako odaberemo proizvoljni x € S, imamo

2z 2z + 2
f(x)—2x_1 and f(x+1)—2x+1. (16)
Iz (14) i (16) dobivamo
2r + 2 2z

241
or 1 2r_1 b

3 — 42 —6x+1=0.

Ova jednadzba ima najviSe tri razli¢ita rjeSenja, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je
S beskonacan skup. Dakle, S je prazan skup i f(z) = = za sve x € R. Laganom provjerom
vidimo da je to zaista rjeSenje.

Zadatak 2.

U nekoj drzavi je N gradova, medu nekima postoje (dvosmjerne) avionske linije. Svaki let
povezuje to¢no dva grada. Nijedan grad nije povezan izravnim letovima sa svim ostalim gra-
dovima. Poznato je da za svaka dva grada A i B postoji to¢no jedan nacin da se dode iz A u
B koristec¢i najvise dva leta. Dokazi da je N — 1 kvadrat prirodnog broja.

Rjesenje.
Neka je a proizvoljan grad i neka je povezan s gradovima i, ..., xx. Oznacimo sa B; tskup
svih gradova koji su povezani s gradom x; razli¢itih od a, za i = 1,... k. Skupovi By, ..., By

su u parovima disjunktni jer postoji to¢no jedan nacin da se dode iz x; u x; koriste¢i najvise
dva leta.

Ako promotrimo dva indeksa i, j te proizvoljan grad y € B;, onda postoji jedinstveni grad
z € B; tako da su y i z povezani (jer mora postojati na¢in da se dode iz y u x; u najvise dva
leta i nema izravnih letova).

Zakljucujemo da svaki eleement nekog skupa B; ima to¢no k veza i da svi skupovi B; imaju
isti broj elemenata. Neka je m broj elemenata skupova B;. Tada je N =1+ k + km.
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Nadalje, promotrimo neki grad b € B;. Taj grad je povezan s gradom x; i s to¢no jednim
gradom ¢; € B; za 1 = 2,... k. Uoc¢imo da je z; povezan s gradom ¢; za ¢ = 2,..., k. Na isti
nacin kao i prije (koriste¢i b umjesto a) zaklju¢ujemo da gradovi z; (za i = 2,...,k) imaju k
veza. No, ve¢ znamo da gradovi x; imaju m + 1 veza (jednu s gradom a, te m u gradove u B;).
Dakle, k=m+1i N —1=Fk+ km = k.

Zadatak 3.

U Cetverokutu ABCD je <DAB = 110°, <ABC = 50°, <BCD = 70°. Neka su M i N polovista
duzina AB i C'D redom. Za to¢ku P na duzini MN vrijedi |AM| : |CN| = |MP| : [NP| i
|AP| = |C'P|. Odredi veli¢inu <APC.

Rjesenje.
Neka je K presjek pravaca AD i BC. Buduéi da je ABCD tetivni ¢etverokut, trokuti AKB

i CKD su sli¢ni. Tocke M i N su polovista odgovaraju¢ih duzina, pa je <AKM = <CKN.
Slijedi da su trokuti AKM i CKN takoder sli¢ni.

Dakle vrijedi |KM]| : |[KN| = |AM| : |CN|. Prema uvjetu zadatka, imamo |KM| : |[KN| =
|MP|:|NP|. Zaklju¢ujemo da je K P simetrala kuta </NK M, §to povladi da je K P simetrala
kuta <AKC.

Pokazat ¢emo da je ¢etverokut APCK tetivan. Zaista, neka je tocka A’ # A na pravcu KA
takva da je |[A'P| = |AP| = |CP|. Trokuti KA'P i KCP su sukladni, a ¢etverokut A’PCK
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je deltoid. Buduéi da je trokut A’AP jednakokracan, slijedi <PAK = <PAA = <AA'P =
180° — «PA'K = 180° — <K C'P. Dakle, APCK je tetivni ¢etverokut.

Bududi da je <AKC = 180° — <BAD — <CBA = 20°, slijedi <CPA = 160°.

Zadatak 4.

Dokazi da za svaki prirodni broj n postoje prirodni brojevi a i b takvi da je broj 4a® + 9b*> — 1
djeljiv brojem n.

Rjesenje.

Ako je n neparan broj, zapi§imo n = 2k + 1 za neki nenegativni cijeli broj k. Zaa=kib =0
imamo 4a? + 9v* — 1 = (2k + 1)(2k — 1), pa n dijeli 4a® + 9% — 1.

Ako n nije djeljiv sa 3, neka je n = 3k + r za nenegativni cijeli broj kir € {1,—-1}. Zaa=01
b=k imamo 4a? + 9b* — 1 = (3k + 1)(3k — 1), pa n dijeli 4a® + 90* — 1.

Ako je n djeljiv sa 6, neka je n = 2"3°m za prirodne brojeve r, s i m tako da je m relativno
prost sa 6. Buduéi da su 2" i 3°m relativno prosti, postoje cijeli brojevi k i [ takvi da je
2"k 4+ 3°ml = 1. Kvadrirajuéi ovu jednakost dobivamo

27k 4 32mP2 + 2273 mkl = 1,

tj.  —2nkl = 2¥k* 4+ 3*m??> — 1. Zaa = 2"k i b = 3 Yml imamo 4a® + 96> — 1 =
2272 4 325m?212 — 1, pa n dijeli 4a® + 9b* — 1, ¢ime je dokaz zavrSen.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor MEMO ekipe
Zagreb, 25. travnja 2015.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f: R — R za koje vrijedi

faf@)+ fzy)) = f(@*) +yf(z), zasveryeR.

Rjesenje.
Uvrstimo i = 0 u jednadzbu, dobivamo f(f(0)) = f(0) + yf(0) za sve y € R. To povladi
f(0) = 0. Neka je f(1) = ciuvrstimo z = 1. Slijedi f(c+ f(y)) = c¢(1 +y) za sve y € R.

Ako je ¢ =0, onda je f(f(y)) =0 za sve y € R. Primijenimo li f na danu jednadzbu, slijedi

f(f(2®) +yf(z)). Pretpostavimo da je f(t) # 0 za neki t € R. Tada postoji y € R tako
da jet = f(t?) +yf(t) i dobivamo 0 = f(f(t?) +yf(t)) = f(t) # 0, §to je kontradikcija. Dakle,
u ovom slucaju f(z) =0 za sve x € R.

Ako je ¢ # 0, onda slijedi da je f injektivna. Uvrstimo li y = 0, dobivamo f(zf(z)) = f(x?),
tj. f(z) = x za sve x # 0. Buduéi da znamo f(0) = 0, zaklju¢ujemo da je f(z) = z jo§ jedno
rjeSenje.

Lako je provjeriti da su f(z) =0 za sve x € Ri f(x) = z za sve x € R zaista rjeSenja.

Zadatak 2.

U konveksnom N-terokutu nacrtane su neke dijagonale. Za nacrtanu dijagonalu kazemo da
je dobra ako se sijece s to¢no jednom od ostalih nacrtanih dijagonala (vrhove ne ubrajamo u
sjecista). Odredi najveéi moguéi broj dobrih dijagonala.

Rjesenje.
Neka je M(n) najveéi moguéi brojdobrih dijagonala u konveskon n-terokutu.

Dokazat ¢emo da je M(n) = n—2 ako je n paran i M(n) = n— 3 ako je n neparan. Za bilo koji
n, nacrtamo svih n — 3 dijagonala iz nekog vrha A i jo§ jednu dijagonalu koja spaja dva vrha
susjedna vrhu A ako je n > 3. Matemati¢kom indukcijom pokazujemo da je M(n) > n — 2 ako
je n paran. Za n = 4 tvrdnja je istinita jer su obje dijagonale konveksnog Cetverokuta dobre.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 2 i promotrimo konveksan n-terokut A;A,...A,.
Nacrtamo dijagonale A,,_5A,, A1 A, _1 i iskoristimo pretpostvaku na mnogokut Ay As ... A, _s.
Zaklju¢ujemo da je M(n) > M(n—2)+2>n—4+2=n—2.

Indukcijom pokazujemo da je M(n) < n — 2 ako je n paran i M(n) < n — 3 ako je n neparan.
Ocito, M(3) =01 M(4) = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve n < k.

Promotrimo odabir dijagonala konveksnog k-terokuta za koji se posize M (k).

Prvi slucaj: ako se dvije dobre dijagonale sijeku, one dijele k-terokut na 4 dijela, pri ¢emu svaki
ima a; > 0 vrhova, ne brojec¢i krajnje tocke tih dijagonala (za 1 < ¢ < 4). Bududi da nema
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drugih duzina koje sijeku te dvije dijagonale, imamo

M(k:):2+z4:M(ai+2)<2+i(ai+2—2):2+(k—4):k:—2.

i=1
Ako je k neparan, onda barem jedan od brojeva a;mora biti neparan, pa dobivamo ogradu k£ —3
u ovom slucaju.

Drugi sluc¢aj: ako se nikoje dvije dobre dijagonale ne sijeku, onda automatski postoji najvise
k—3 dobrih dijagonala kao najve¢i mogudi broj dijagonala koje mozemo povudi iz jednog vrha.

Zadatak 3.

Neka je I sredi§te upisane kruznice trokuta ABC, a totka D na stranici AC takva da je
|AB| = |DB|. Upisana kruznica trokuta BC'D dodiruje pravce AC' i BD redom u to¢kama E
i F. Dokazi da pravac FF raspolavlja duzinu DI.

Rjesenje.

Oznacdimo sa a, b i ¢ duljine stranica BC', CA i AB redom.

Neka je K diraliste upisane kruznice trokuta ABC' i pravca AC. Neka je N noziSte visine iz
vrha B u trokutu ABC i neka je J presjek pravca EF i visine BN.
Primijetimo da je <JNE = <AKI = 90° i

<ADB  <BAC

NEJ =
< 2 2

= UAK.

1
5(180° — <FDE) =

B

C
) . c+d—a .
Neka je d = |CD|. Tada je |ED| = — 1
d— b—d b —
\EN| = |ED| + |DN| = £22=¢ _ 0T 4k

2 2 2
Dakle, trokuti AIK i EJN su sukladni. Slijedi |/ K| = |JN|, pa vrijedi |I.J| = | KN|. Nadalje,

1J] = |KN| = |AK| - |AN| = 2770 2o erda

= |ED|.

Iz ovoga zaklju¢ujemo da je ¢etverokut EDJI paralelogram i zato se njegove dijagonale raspo-
lavljaju.
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Zadatak 4.

Odredi sve prirodne brojeve x i y takve da vrijedi

z(z® 4+ 19) = y(y* — 10).

Rjesenje.
Neka je d najveci zajednicki djelitelj brojeva x i y, te neka je v = da i y = db, pri ¢emu su a i b
relativno prosti prirodni brojevi. Jednadzbu mozemo napisati u obliku
a(d*a® + 19) = b(d*b* — 10),
Sto mozemo zapisati i kao
19a + 10b = d*(b* — a®) = d*(b — a)(b* + ba + a?).

Buduéi da prirodni broj b — a dijeli desnu stranu, mora dijeliti i 19a+ 10b = 10(b—a) +29a. To
povlaci da b — a dijeli 29a. Buduéi da su a i b relativno prosti, takvi su b — a i a. Zaklju¢ujemo
dab—adijeli29, pajeb—a=29ilib—a=1.

Ako je b — a = 29, jednadzba postaje a + 10 = d?(3a* + 87a + 841). Ova jednadzba nema
rjeSenja jer je lijeva strana manja od desne strane.

Ako je b — a = 1, jednadzba postaje
29a + 10 = d*(3a® + 3a + 1).

Ako je d > 3, onda je lijeva strana manja od desne strane. Ako je d = 2, onda imamo kvadratnu
jednadzbu 12a® — 17a — 6 = 0, koja nema cjelobrojna rjeSenja. Ako je d = 1, onda imamo
jednadzbu 3a? — 26a — 9 = 0, koja ima jedno cjelobrojno rjesenje a = 9.

Dakle, jedino rjesenje je (z,y) = (9, 10).
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