|ZBORNO NATJECANJE 2010. — prvi dio

rjeSenja zadataka

Zadatak 1.
Postoji li funkcija f: N — N za koju vrijedi
f(f(n) = fln+1) = f(n)

za svaki n € N?

Prvo rjesenje.
Pretpostavimo da postoji trazena funkcija. Iz zadanog uvjeta imamo:
fin+1) = f(n) = f(f(n)) =1,

iz cega zaklju¢ujemo da je funkcija strogo rastuéa. Zbog toga je f(n) > n za svaki prirodni
broj n. Sada imamo:

fn+1) = f(n) + f(f(n)) = n+ f(n) = 2n,

iz cega slijedi
f(n)=>2(n—1)=2n-2.

S druge strane,
f(f(n)) = fn+1) = f(n) < fln+1),

a bududi da je funkcija f rastuca iz toga slijedi:
f(n) <n+1.

Dakle,

2n—2< f(n) <n+1,
a to oc¢ito nije moguce za proizvoljni prirodni broj n pa zaklju¢ujemo da ne postoji funkcija
s trazenim svojstvima.



Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da je funkcija strogo rastuca.

Oznac¢imo a = f(1). Uvrstavanjem n = 1 u dani uvjet dobivamo da je f(a) = f(2) —a
iz cega slijedi da je f(a) < f(2). Zato je a < 2 (bududi da je funkcija f rastuéa).
Zakljuéujemo da je a = 1, tj. f(1) = 1. Tada je f(2) =a+ f(a) = 2.

Uvrstavanjem n = 2 u uvjet zadatka dobivamo

odnosno

Zakljucujemo da ne postoji funkcija s trazenim svojstvima.



Zadatak 2.

Dan je pravokutni trokut i konacan skup tocaka u njemu. Dokazi da se ove tocke mogu
povezati izlomljenom linijom (ne nuzno zatvorenom) tako da je suma kvadrata duljina
segmenata izlomljene linije manja ili jednaka kvadratu duljine hipotenuze danog trokuta.

Rjesenje.
Koristit ¢emo €injenice da je | XY |* < |XZ|? + |[YZ]? ako je <XZY < 90° i |XY|* >
IXZP + [Y Z]? ako je <X ZY > 90°.

Indukcijom po broju tocaka n ¢emo dokazati nesto jacu tvrdnju: Postoji izlomljena linija
Ciji su pocetak i kraj rubne tocke hipotenuze i koja spaja danih n tocaka tako da je suma
kvadrata duljina segmenata izlomljene linije manja ili jednaka kvadratu duljine hipotenuze
danog trokuta.

Neka je dani trokut ABC' s pravim kutom u vrhu C'.
Za n = 1, neka se unutar trokuta nalazi tocka T7.

B

o

C A

Tada je |ATy|? + |BT|* < |ABJ? jer je <AT,B > 90°. Time je dokazana baza indukcije.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi ako je broj totaka manji od n. Dokazimo da tvrdnja
vrijedi i za n tocaka. Visinom C'D podijelimo trokut ABC na dva manja trokuta koja su
mu sli¢na.

Ukoliko danih tocaka ima u oba manja trokuta prema pretpostavci indukcije u svakom od
njih tada postoji izlomljena linija koja zadovoljava uvjete zadatka. (Ukoliko se neke tocke
nalaze na samoj visini smatramo da svaka od njih pripada trokutu BC' D, ali ne i trokutu
CAD.) Oznacimo tocke u trokutu BCD s Ty, Ty, ..., T} tako da je BT\ T; ... TpC linija
iz pretpostavke indukcije. Na analogni nac¢in oznac¢imo tocke Ty, Tkyio, ..., 1) u trokutu
CAD.

Prema pretpostavci indukcije je
|AB|* = |BC]* + |AC|* = (|BTi|” + |TWTa* + - - + | T Te|* + |T3CP)
+ (|CTea? + | Tesr Togo? + -+ - + [ Tna T * + | TLAP)



Nadalje, <TpCTry1 < 90° pa je |TpC|* + |CTry1|* = |TiTry1)?. Odavde dobivamo:
|AB]”> > |BT\ > + | N> + -+ - + | Toi T * + [T, AP,

Sto je i trebalo dokazati.

Ostaje nam dokazati da tvrdnja vrijedi i u slucaju da jedan od dva manja trokuta ne
sadrzi nijednu od danih tocaka. Pretpostavimo da je to trokut BC'D.

B

C A

U tom sluc¢aju spustimo visinu iz vrha D u trokutu CAD. Ukoliko se ni u tom trokutu
tocke ne nalaze s obje strane visine, postupak nastavljamo dok ne dobijemo trokut u
kojem to vrijedi. (Taj postupak ¢e ocito zavrsiti nakon kona¢nog broja koraka.)

Sada na trokut C'AD (ili na dobiveni manji trokut) primijenimo prije opisani algoritam i
dobijemo izlomljenu liniju CTiTs ... T, A kojoj je suma kvadrata duljina segmenata naj-
vise |[AC|?. Medutim, |BTi|? — |CTy|* < |BC|? pa vidimo da je suma kvadrata duljina
segmenata izlomljene linije BTiT5 ... T, A najvise |AC|? + |BC|? = |AB|%.

Time smo dokazali korak indukcije pa tvrdnja vrijedi neovisno o broju tocaka.



Zadatak 3.

Neka je D tocka na stranici AC trokuta ABC. Neka su F i F tocke na duzinama @
BC' redom, takve da je <BAFE = <CAF. Neka su P i @) tocke na duzinama BC' i BD
redom, takve da je EP || CD i FQ || CD. Dokazi da je <BAP = <CAQ.

Prvo rjesenje.

B

Neka je tocka N na stranici AB takva da je NE paralelno s AQ. Tada su trokuti NEP
i AQF slicni (svi odgovarajuéi kutovi su im sukladni i vrijedi PE || FQ).

Tada je

<EPN = <QFA (spomenuta slicnost)
= qFAC (kutovi s paralelnim kracima)
= <FAN (pretpostavka zadatka)

pa je APEN tetivni cetverokut.
Sada je <PAE = <PNFE = <FAQ.

Konacéno,

qCAQ = <CAF + <FAQ = <BAE + <EAP = <BAP

i tvrdnja je dokazana.



Drugo rjesenje.

Neka pravci PE i F(Q sijeku AB u tockama X i Y redom.

Buduéi je PX || FY, a pravei FP, QF i YX prolaze istom tockom B, iz Talesovog
teorema imamo

XE|_|YQ| "
| XP| |YF|

Neka pravac kroz F' paralelan s AB sijece AC'1 AQ u G i H redom.

Kako je AY || FH i QF || AG, vrijedi

YQI _ |4Q| _ |GF| @
YF|  |AH| |GH|

Iz (22) i (?77) slijedi
IXE| _|GF] 3)
IXP| |GH|

Bududi da je XE || AG 1 AX || GF, vrijedi

JAXP = <AGF. (4)

S obzirom da je <XAE = <BAFE = <CAF = <GAF, iz (??) dobivamo da su trokuti
ANAXE i1 AAGF sliéni. Iz toga i (?77?) slijedi da su trokuti AAX P i AAGH sli¢ni. Tako
dobivamo <X AP = <GAH, a to povlaéi <BAP = <CAQ.



Trece rjesenje.
Dokazimo najprije sljede¢u lemu.
Lema. U trokutu AXY na stranici XY odabrana je tocka Z i oznaceni su kutovi <X AZ =

v, <XAY = a. Tada je
sing | XZ| |AY|

sinfa — ) |YZ| |AX|

Dokaz leme.

Primjenimo poucak o sinusima na trokute AXZ i AY Z, iskoristimo ¢injenicu da je
sin <AZY =sin<AZX jer je <AZY + <AZX = 180° te dobivamo

sin<<AZX
sin ¢ _|XZ* AX]  |XZ| |AY|
sin(a — ) YZ|- Sin‘j‘éfy YZz| |AX|

°B

Iz Talesovog teorema o proporcionalnosti, zbog EP || FQ || CD slijedi

[BE| _|BP| . |CF| _|DQ|
DE| ~ |cP| © |BF| [BQ)]

Sada primjenom prije dokazane leme na sljedece izbore trokuta i tocaka, redom:

AABC, P. AABD, E; AACB, F; AADB, Q,




te koristeci uvjet zadatka <BAFE = <CAF', dobivamo

sin<BAP  |BP| |AC| |BE| |AC|
sin(a —<BAP) |CP| |AB| |DE| |AB]
__|BE| |AD| |AC| = sin<BAE |AC|

" |DE| |AB| |AD|  sin(a — <BAE) |AD)|
_ sinqaCAF  |AC|
sin(a — <CAF) |AD|
_|CF| |AB| |AC| _|CF| |AB|
|BF| |AC| |AD|  |BF| |AD|
_|DQ| [AB| _ sin<DAQ
|IBQ| |AD| sin(a —<DAQ)

Oznacimo a = <BAC, 1 = <BAP i x5 = <DAQ. Ocito je x1 # «, x9 # «. Tada
vrijedi:

sin a1 sin o

sin(a — 1) sin(a — a3)’
sin xq (sin a cos 9 — cos asin x9) = sin za(sin a cos ry — cos asinzy),
sin a(sin 1 cos 9 — sinwy cos 1) = 0,
sin asin(z — @) = 0.

Bududi su «, x1, x5 kutovi u trokutu, jedina moguénost je x; = x5, Sto znaci da mora biti
<IBAP = <DAQ, a to je i trebalo dokazati.



Zadatak 4.

Za dani prirodni broj n neka je a najveci prirodni broj za koji je broj 5™ — 3" djeljiv s 2¢,
te neka je b najveéi prirodni broj takav da je 2° < n. Dokazi da je a < b+ 3.

Rjesenje.

Za dani prirodni broj n, ozna¢imo s f(n) najveéi prirodni broj takav da je broj 5" — 3"
djeljiv s 27" Treba dokazati da je f(n) < b+ 3.

Dokazimo prvo da je f(2") = n + 3. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Za n = 1 najveca potencija broja 2 koja dijeli broj 52 — 32" = 16 je upravo 2%, dakle,
f(2h) = 4.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k.

Za n = k + 1, promotrimo najveéu potenciju koja dijeli broj 52" — 32",

mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

52k+1 o 32k+1 — 52k-2 . 32k-2 — (52k _ 32k) (52k + 32k> .

Taj broj

Po pretpostavci indukcije, najveéa potencija broja 2 koja dijeli prvu zagradu je f(2%) =
k+3, dok je najveca potencija broja 2 koja dijeli drugu zagradu 2'. Naime, 5 = 1 (mod 4),
pa je 52 =1 (mod 4). S druge strane, 3 = —1 (mod 4), pa je i 3% =1 (mod 4). Zbog
toga je 52" +32° = 2 (mod 4), $to znadi da je taj broj djeljiv s 2, ali nije djeljiv s 4. Slijedi
da je f(2¥1) = f(2%) + 1 = k + 4, §to je i trebalo dokazati.

Neka je sada n = 2™ - k, za neki nenegativni cijeli broj m i neparni prirodni broj k. O¢ito
je 2™ < n pajem < b. Sada imamo:

x>
—

5 3n — 52m-k . 32m-k — (52’” . 32’“) . (52m)i (32771)]4:—1—2‘.

i

Il
=)

Svaki od pribrojnika u sumi na desnoj strani je neparan pa je cijela suma neparna jer
sadrzi neparni broj neparnih pribrojnika. Dakle, najveca potencija broja 2 koja dijeli
cijeli umnozak je jednaka najvecoj potenciji koja dijeli prvu zagradu. Zaklju¢ujemo da je

f(n) = f(2™). Sada imamo:
f(n)=f(2")=m+3<b+3,

sto je i trebalo dokazati.



IZBORNO NATJECANJE 2010. — drugi dio

rjeSenja zadataka

Zadatak 1.

Neka je n > 4 prirodni broj i neka su xy, xo, ..., x, realni brojevi takvi da je
T1+ T2+t xy2n 1 a4 a5+ x>0t

Dokazi da postojii € {1, 2, ..., n} takav da je x; > 2.

Rjesenje.

Pretpostavimo da postoje brojevi
T1 <2, T3<2, ..., T, <2

koji zadovoljavaju dane uvjete.

Kad bi vrijedilo |z;| < 2 za sve i = 1,...,n, imali bismo
n? <2t a5+ -+ a2k <dn,

tj. n < 4, sto je kontradikcija. Zakljucujemo da je barem jedan od promatranih brojeva
manji od —2.

Neka su, bez smanjenja opcenitosti, z1, ..., T, nenegativni, a Tyy1,...,T, negativni. Pri-
tom je k <n — 1.
Tada vrijedi

0<— (g1 +Xppo+ - 4x,) <(r1+z2+ - +28) — 0 <2k —n.

Iz toga dobivamo

n’ <t 4T At o 2l

<Ak (|zpaa] + -+ |2a])
<dk+ 2k —n)’ =4k (k+1—n),

sto je ekvivalentno s k > n — 1.

Dobili smo kontradikciju pa je pocetna pretpostavka bila pogresna. Time je tvrdnja
dokazana.



Zadatak 2.

U svakom vrhu pravilnog n-terokuta A; A, ... A, nalazi se odredeni broj nové¢ic¢a: u vrhu
Ay nalazi se toéno k novcica, za svaki k =1, 2, ..., n. U svakom koraku radimo sljede¢u
transformaciju: odabiremo dva novéi¢a (ne nuzno iz istog vrha) i prebacujemo svakog
od njih u susjedni vrh, tako da jednog pomicemo u smjeru kretanja kazaljke na satu, a
drugog u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke na satu.

Odredi za koje brojeve n je moguce posti¢i da nakon kona¢nog broja koraka za svaki
k=1,2,...,nuvrhu A; bude tocno n + 1 — k novcica.

Rjesenje.
Neka je aj broj novéi¢a u vrhu A,. Promotrimo sto se dogada s izrazom
S=a;+2ay+ -+ na,
prilikom izvrsavanja transformacije iz zadatka.
Ukoliko ne dolazi do prelaska novcié¢a iz vrha A; u A, ni obratno, onda postoje brojevi
i, 7 (i > 1, j < n) takvi da novéi¢ iz vrha A; prelazi u vrh A, 4, dok novéi¢ iz vrha A,
prelazi u vrh A;;;. Nakon izvrSene transformacije vrijednost izraza S se promijeni za:
AS = — (Z — 1)6Li_1 — iai — j&j — (] + 1)CL]'+1
(= 1) 1) + e — 1) + jlay — 1)+ (G + 1) (ajer +1) =0,

Ako nov¢ié iz vrha A, prelazi u vrh A, dok drugi nov¢ié prelazi iz nekog vrha i (i > 1)
u vrh A;_, onda se vrijednost izraza S promijeni za:

AS =—na, —a; — (i — 1)a;1 —iq;

+n(a, — 1)+ (e +1)+ (@ —1)(a; +1) +i(a; — 1) = —n.

Obratno, ako novci¢ iz vrha A; prelazi u vrh A,,, dok drugi nov¢ié¢ prelazi iz nekog vrha
i (i <1) uvrh A;4q, onda se vrijednost izraza S promijeni za:

AS =—na, —a; — (i — 1)a;_1 —iq;

+n(a,+1)+ (a1 — 1) +i(a; — 1) + (i + 1)(a; + 1) = n.

Konac¢no, ukoliko nov¢ié iz vrha A; prijede u vrh A, 1 istovremeno novéié iz vrha A
) n n
prijede u vrh A; tada ocito vrijednost izraza S ostaje nepromijenjena.

Zakljucujemo da se izraz S u svakom slucaju promijeni za visekratnik broja n pa je ostatak
pri dijeljenju broja S brojem n invarijanta.

Oznacimo sa Sp pocetnu vrijednost izraza S te sa Sk vrijednost koju poprimi izraz S
ukoliko dode do konacnog rasporeda opisanog u zadatku.



Tada vrijedi:

n(n+1)(2n+1)

Sp=1-14+2-24+---+n-n= 5

nn+1)(n+2)
6 .

Sk=1-n+2-(n—1)+--+n-1=

Da bi se trazeni konac¢ni raspored mogao posti¢i razlika Sx — Sp treba biti djeljiva s n.
Medutim, ta razlika je jednaka

(n—1)n(n+1)

SK—SP:— 6 )

a taj broj ne moze biti djeljiv s n ukoliko n nije relativno prost sa 6.

Zakljucujemo da je nuzni uvjet da bi se trazeni konacni raspored mogao posti¢i da je n
relativno prost sa 6, tj. da je n oblika 6k + 1 ili 6k + 5.

Dokazimo da je to i dovoljni uvjet. Pretpostavimo da je n oblika 6k £ 1. Tada je n
neparan pa postoji prirodni broj m takav da je n = 2m + 1.

U vrhu A; se na pocetku nalazi 1 nov¢cié, a na kraju u tome vrhu zelimo n novéié¢a sto
znaci da nam nedostaje n — 1 novcica. S druge strane, u vrhu A,, ima n — 1 novcic¢a viska.
Sli¢no, u vrhu A, nam nedostaje n — 3 novéica, a u vrhu A,,_; ima upravo toliko novcica
viska. Na taj nacin mozemo vrhove rasporediti u m parova tako prvom vrhu svakog para
nedostaje upravo onoliko novéica koliko drugi vrh toga para ima viska. (U vrhu A, se
na pocetku nalazi m + 1 novcic¢, Sto je upravo broj novcic¢a koji zelimo u tom vrhu na
kraju.)

Pogledajmo koliko bismo poteza morali napraviti u jednom smjeru da bismo u svakom
paru prebacili odgovarajuéi broj novéica. Za par (Aj, A,) imamo n — 1 novéica koji
trebaju prijeci udaljenost 1, za par (Ag, A, — 1) imamo n — 3 nov¢ica koji trebaju prijeéi
udaljenost 3, itd.

Ukupan broj poteza u jednom smjeru potrebnih da bi u svakom polju bio odgovarajuci
broj novéica je

n—1)nn+1
X:1~(n—1)—|—3-(n—3)—|—---+(n—2)-2:( )6( )
Dakle, odabirom ovih X poteza u jednom smjeru mozemo posti¢i da se u svakom vrhu
nalazi zeljeni broj novcic¢a. Preostaje nam dokazati da je moguée napraviti X poteza u
suprotnom smjeru koji ne¢e promijeniti raspored novcica.

Primijetimo da je X djeljiv s n zbog uvjeta da je n relativno prost sa 6. Neka je X = ¢n.
Tada trazenih X poteza u suprotnom smjeru napravimo tako da odaberemo proizvoljni
novcic¢ i njega zavrtimo ¢ punih krugova. Lako vidimo da redoslijed ovakih poteza u
jednom i drugom smjeru mozemo sloziti tako da radimo istovremeno po jedan potez u
svakom smjeru.



Zadatak 3.

Zadan je siljastokutni trokut ABC. Neka su tocke B’ i C’ simetricne tockama B i C' u
odnosu na pravce AC' i AB redom. Ako se kruznice opisane trokutima ABB’ i ACC’
sijeku jos u tocki P, dokazi da pravac AP prolazi srediStem opisane kruznice trokuta

ABC.

Rjesenje.

C

Oznac¢imo velicine kutova trokuta ABC' na uobicajeni nacin s o, 31 7.
Neka je tocka O srediste opisane kruznice trokuta ABC'.

Trokut OAC je jednakokracan i vrijedi <C' AO = 90° — .

Trokuti ABB" i ACC’ su zbog simetrije jednakokra¢ni, odakle imamo

<ABB' = <AB'B = 90° — q,
JACC! = <AC'C = 90° — .

Cetverokuti ABPB' i AC"PC su tetivni, a nad odgovarajué¢im tetivama AB’ i AC' imamo
jednake obodne kutove:

<JAPB' = <ABB' =90° —a, <APC = <AC'C =90° — a.

Odavde slijedi da su tocke B’, C'i P kolinearne.



Konacno je

<CAP = <B'CA — <APB’

=7 = (90" —a)
=a+v—90°
—90° — 8

— 4CAO,

odnosno tocke A, O i P su kolinearne, §to je i trebalo dokazati.

Zadatak 4.

Dokazi da ne postoji beskona¢ni niz prostih brojeva pg, p1, p2, ... takav da za svaki
prirodni broj k vrijedi

Pk =2pp—1+1 ili Pr = 2pp_1 — L.

Rjesenje.
Pretpostavimo da takav niz postoji.

Oznacimo p = py. Provjerom se pokaze da p mora biti veéi od 3. Dakle, mora vrijediti
p=1 (mod 3) ili p=2 (mod 3).

Pretpostavimo p = 1 (mod 3). Tada je 2p + 1 djeljivo s 3 pa mora vrijediti p; = 2p — 1 i
p1 =1 (mod 3). Induktivno zaklju¢ujemo py =1 (mod 3), pry1 = 2px — 1, odnosno

P =20k1—1=22pp_o—1)—1=... =2"p—1-2—... 21 =2k (2" 1), keN.

Buduéi da je p > 3, po malom Fermatovom teoremu vrijedi 2P~ =1 (mod 3),
tj. p| 2771 — 1 pa je p,_1 djeljiv s p. Kontradikcija.

U slucéaju p = 2 (mod 3) analogno mora vrijediti py1 = 2px + 1, tj. pr = 28p+ (28 — 1) i
opet vidimo da je p,_; djeljiv s p.

Dakle, takav niz ne postoji.



IZBORNO NATJECANJE 2010. — Izbor IMO ekipe

rjeSenja zadataka

Zadatak 1.

Odredi najmanji realni broj D takav da nejednakost

a+b+b+c+c—i—a<
a+2b b+4+2¢c c+2a

vrijedi za sve pozitivne realne brojeve a, b i c.

Rjesenje.

Prvi pribrojnik u nejednakosti mozemo napisati na sljede¢i nacin:

a+b a+2b b _1 b I 1
a+2b a+2b a+2b © a+2b = ¢+2  z+4+2
pri cemu smo oznacili x = §. Oznacimo li y = %’ 1z = £, dobijemo da je trazena
nejednakost ekvivalentna nejednakosti
1 1 1
>3—-D

x+2+y+2+z+2
uz uvijet ryz = 1.

Oznacimo izraz na lijevoj strani s X te izaberimo proizvoljni prirodni broj n. Uvrstimo
iz=ny=mn,z= n—12 dobijemo:
1 2 n® +6n® + 2 1 8n? —n+2

X: = — .
2+%+n+2 (2n?2+1)(n+2) 2+2(2n3+4n2—|—n+2)

8n? —n + 2
2(2n3 +4n2+n+2)
volji blizu %

Broj moze biti po volji mali pozitivan broj pa X moze biti po

1 1 1 1
Preostaje nam dokazati nejednakost: + + > —.
r+2 y+2 z4+2 2

Mnozenjem sa zajednickim nazivnikom vidimo da je ta nejednakost ekvivalentna s

2(y+2)(z+2)+2(z+2)(z+2)+2(x+2)(y+2) > (z+2)(y+2)(2+2),
odnosno
2(xy+yz+ze)+4(x+y+2)+24>ayz+2(@y+yz+z2z) +4(x+y+2)+8,

tj. 16 > zyz = 1, $to ocito vrijedi.

1 5
Dakle,3—D:§pajeD:§.



Zadatak 2.

Neka polja pravokutne ploée n x m (n,m > 2) obojana su crnom bojom, dok su ostala
polja bijela. Izvan ploce nalazi se zaba koja u jednom trenutku skoci na neko rubno polje
ploce, a zatim radi niz skokova, skacuéi svaki put na neko od susjednih polja. (Za dva
polja kazemo da su susjedna ako imaju zajednicku stranicu.) Svaki put kad zaba dosko¢i
na neko polje, boja tog polja se mijenja, iz bijele u crnu ili obratno.

Postoji li put kojim zaba moze pro¢i i napustiti plocu skoc¢ivsi s rubnog polja tako da
nakon toga sva polja budu crne boje?

Prvo rjesenje.

Dokazat ¢emo da postoji takav put.

Neka je A pocetno polje zabinog puta. Pretpostavimo da postoje neka polja na ploci
(osim mozda pocetnog) koja su bijela.

Neka je B jedno bijelo polje. Zaba nekim putem dode do polja B i vrati se u polje A
istim putem. Nakon toga ¢e jedino polja B i A promijeniti boju. Time se broj bijelih
polja (izuzmemo li polje A) smanjio za 1. Zakljué¢ujemo da je ponavljajuci ovaj postupak
moguce posti¢i da su sva polja crna (osim mozda polja A).

Ukoliko je u tom trenutku polje A crno, zaba napusta plocu. Ako je polje A bijelo, onda
zaba skace na susjedno rubno polje C', vrac¢a se na A, ponovno skace na polje C' i napusta
plocu.

Drugo rjesenje.

Odaberimo jedan put koji obilazi plocu tako da pocne i zavrsi u rubnim poljima i prode
jednom kroz svako polje ploce (npr. prvi red ploce, zatim drugi pocevsi od posljednjeg
mjesta itd.).

Kada zaba, kre¢uci se po tome putu, postigne da je polje kojeg u nekom trenutku napusta
crno, nastavi se kretati. U suprotnome, ukoliko napusti bijelo polje, napravi korak una-
trag, zacrni to polje i nastavi se kretati po odabranom putu. Na opisani na¢in zaba moze
posti¢i da su sva polja na njenom putu, osim posljednjeg polja, crna. Posljednje polje
moze zacrniti na nacin opisan na kraju prvog rjesenja.



Zadatak 3.

Neka je ABC' trokut u kojem je |AB| < |CA| < |BC| i neka su D i E redom tocke na
polupravcima BA i BC takve da je |BD| = |BE| = |AC|. Opisana kruznica trokuta
BDE sijece duzinu AC u tocki P, a pravac BP sijece kruznicu opisanu trokutu ABC u
tocki Q (Q # B). Dokazi da je |AQ| + |QC| = |BP|.

Rjesenje.

Neka je § = <ABC. S obzirom da su ¢etverokuti BEPD i ABC( tetivni, nad odgova-
rajuéim tetivama DE i AC imamo:

<DPE = 180° — <DBE = 180° — f3,
JAQC = 180° — <ABC = 180° — .

Takoder, promatrajué¢i obodne kutove nad tetivama EP i CQ dobivamo
<EDP = <EBP = <CBQ = <CAQ,

stoga su trokuti DEP i ACQ sli¢ni.

Iz omjera
|DE| B |EP| B |PD|
|[AC| |CQ] QA
dobivamo |AC| |AC’|
AQI= 5 IPD i Q0] = 5 BP.



odnosno
40| +10c| = A% 4P+ 1PD)
= |DE| '

Primjenom Ptolomejevog poucka u tetivnom cetverokutu BEP D, uz uvjet |BD| = |BE| =
|AC], jos dobivamo:
|BE||PD|+|EP||DB| = |BP||ED,

|AC|(|EP| + |PD|) = [BP||ED],

odakle je
|BP||ED|

[4Q1+1QC| = =

= |BP|,

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 4.
Neka je n > 1 prirodni broj. Dokazi da jednadzba

(x+1)"—2" =ny

nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, da je (x,y) rjesenje dane jednadzbe. Neka je p najmanji prosti
djelitelj broja n.

Buduéi da je (z +1)" — 2™ djeljivo s p, a ¢ i  + 1 su relativno prosti, slijedi da p ne dijeli
ni z ni z + 1. Prema malom Fermatovom teoremu je (x + 1)P~' =1 = 27! (mod p).
Takoder, prema pretpostavci je (z + 1) = 2" (mod p).

Nadalje, buduéi da je p najmanji prosti djelitelj od n, brojevi p—1 i n su relativno prosti.
Zato postoje cijeli brojevi a i b takvidajea(p—1)+bn=1.

Sada zaklju¢ujemo
T+ 1= (x+1)2p-DFbn = gale=D+bn — 0 (1m06d p),

sto je nemoguce. Dakle, pretpostavka je bila pogresna i vrijedi tvrdnja zadatka.
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rjeSenja zadataka

Zadatak 1.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazi da je

a* b* c* 3

> —.
b2+c+02+a+a2+b 2

Prvo rjesenje.

Prema A-G nejednakosti vrijedi:

a’ b2—|—c>2\/ at _bQ—i—c: 9

Pre' 4 R+c 4
Analogno dobijemo: \ )
ch+a+c Ia>b2
i ct a?+b_

> .
(12—|—b+ 4 ¢

Zbrajanjem te tri nejednakosti dobijemo:

a* N b N ct N b2+c+02~|—a+a2~|—b TR
>a c’,
2+c E+4+a a?+b 4 4 4

odnosno
4 b A

w

a
2_
b2+c+02+a+a2+b 4

(a2+b2+02)—%l(a+b+c).

Medutim, zbog A-K nejednakosti vrijedi:
[a? + b2 + 2 - a+b+c
3 -3

Uvrstavanjem te nejednakosti i zadanog uvjeta u nejednakost (??) dobijemo:

odnosno a® + b% + ¢ > 3.

a* b* c*

2_
b2+c+02+a+a2+b 4

w

.3 —

1 3
Z.3=1=.
4 2



Drugo rjesenje.

Primjenom Cauchyjeve nejednakosti (ili tezinske A-K nejednakosti) dobivamo

a N bt N ct (a® + b2 + ¢2)° B (a® + b2 + ¢2)°
R+e 24+a a24+b " a2+ +2+a+b+c a?+b2+2+3

()

Koristenjem A-K nejednakosti imamo

b 2
a4+ b0+ >3 (%) = 3.
Uvedimo zamjenu x = a® + b? + ¢. Vrijedi > 3, pa iz (?7) zaklju¢ujemo da je dovoljno
dokazati da vrijedi

3
> 2
2
s

No, ta je nejednakost ekvivalentna s (x —3) (2 +3) > 0 i ocito vrijedi za x > 3.

Napomena. Gornju nejednakost smo mogli dokazati i ovako:

x? T 3 3

r+3 1427141 2




Zadatak 2.

Na svakom polju ploce n x n (n > 2) nalazi se zarulja
koja moze biti upaljena ili ugasena.

U svakom koraku biramo jedan kvadrat 2x2 na toj ploci
i unutar njega sve upaljene zarulje ugasimo, a ugasene
upalimo. Za raspored upaljenih zarulja kazemo da je
dobar ako se moze posti¢i da, pocevsi od njega, nakon
kona¢no mnogo koraka, sve zarulje budu ugasene.

T | Kok [ 30 [ 308 | 30 1| T | 1k | 3¢ 3%
T | Kok |30 [ 308 | 3¢ 1 | T | 1k | 3¢ | 3%

a) Dokazi da raspored prikazan na slici nije dobar.
(Prikazan je polozaj svih upaljenih zarulja na ploéi 10 x 10.)

b) Koliko bi, u tom primjeru, minimalno dodatnih Zarulja na pocetku trebalo upaliti
da raspored bude dobar?

¢) Odredi broj svih moguéih dobrih pocetnih rasporeda za n x n plocu.

Rjesenje.

a) Primijetimo da je za svaki dobar raspored nuzno da je u svakom retku i stupcu parno
mnogo upaljenih zarulja.

Buduéi da se u svakom koraku u odredenom retku (odn. stupcu) broj upaljenih zarulja
promjeni za 2, 0 ili —2, parnost broja upaljenih zarulja u nekom retku (odnosno stupcu)
uvijek ostaje ista. Bududi da je u trenutku kad su sve zarulje ugasene broj upaljenih ocito
paran u svakom retku (odnosno stupcu) takav mora biti i na pocetku.

Prema tome, raspored na slici nije dobar jer je postoje stupci u kojima je neparno mnogo
upaljenih zarulja (npr. treéi stupac).

b) Buduéi da je u 3., 4., 5., 6., 7. i 8. stupcu neparan broj upaljenih zarulja, nuzno je
dodati jos barem 6 zarulja, po jednu u svaki stupac, na na¢in da broj upaljenih Zarulja
po recima ostane paran. Pokazimo da je to i dovoljno.

Primjerice, dodajmo 6 zarulja na mjesta (1, 3), ..., (1,8). Primjenom postupka na potkva-
drate koji po¢inju na mjestima (1, 2), (1,4), (1,6),( ,8),(2,4),(2,6), (3,5) ostaju upaljene
samo zarulje na mjestima (3,2),.. (10 2)1(3,9),.. (10 9). Primjenom postupka na
potkvadrate koji pocinju na mjestlma (3,2),(3,3),...,(3,8), sve zarulje u 3. i 4. retku

su ugasene. Analogno gasimo zarulje u 5. i 6., 7. i 8. te 9. 1 10. retku.

Prema tome, minimalni broj dodatnih zarulja koje treba upaliti je Sest.

¢) Tvrdimo da je za svaki dobar raspored nuzno i dovoljno da je u svakom retku i
stupcu parno mnogo upaljenih zarulja. Nuznost smo pokazali u a) dijelu, a dovoljnost
pokazujemo induktivno. Uzastopnom primjenom operacije na 2 x 2 kvadrate koji imaju
po dva horizontalno susjedna kvadrati¢a u presjeku, zakljucujemo da mozemo u konacno
mnogo koraka promjeniti upaljene u ugasene zarulje i obrnuto koje se nalaze u bilo koja
dva retka i dva uzastopna stupca,
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Analogno, mozemo zakljuciti da u konacno mnogo koraka mozemo promjeniti upaljene u
ugasene zarulje i obrnuto koje nalaze u bilo koja dva retka i dva stupca,

Sada za bilo koju zarulju koja je upaljena (s koordinatama npr. (x,y)) znamo da postoji u
istom retku i istom stupcu barem po jo$ jedna upaljena zarulja, npr. (z, 2) i (w,y). Ako je
zarulja s koordinatama (w, z) upaljena onda prema gore dokazanom mozemo ugasiti sve
te 4 zarulje. Ako je zarulja s koordinatama (w, z) ugasena onda prema gore dokazanom
mozemo upaljene 3 Zarulje ugasiti, a jednu ugasenu upaliti Sto povlaci da ¢emo sigurno
smanjiti broj upaljenih zarulja.

Na kraju prebrojimo trazene rasporede.

Primijetimo da u svakom od prvih n — 1 redaka moze prvih n — 1 zarulja biti upaljeno ili
ugaseno, a prema parnosti broja upaljenih medu tih prvih n — 1 jedinstveno je odredeno
je li posljednja zarulja upaljena ili ugasena. Dakle, za svaki od prvih n — 1 redaka imamo
271 moguénosti, a za sve njih zajedno 21,

U posljednjem retku mora biti upaljen parni broj zarulja. Buduéi da je u prvih n — 1
redaka upaljen parni broj zarulja, broj stupaca u kojima je neparno mnogo upaljenih
zarulja je paran. Toc¢no u tim stupcima u zadnjem retku moraju biti upaljene zarulje.
Dakle, trazeni broj rasporeda je 2("°.

Drugo rjeSenje c) dijela.

Nazovimo postupak kojim se od dobrog rasporeda dolazi do ugasenih zarulja gasenje
rasporeda, a korak u kojem u odabranom 2 x 2 kvadratu upaljene Zzarulje postaju ugasene
(i obratno) mijenjanje tog kvadrata.

Primijetimo da u gasenju nekog dobrog pocetnog rasporeda nije vazno kojim redoslijedom
mijenjamo potkvadrate, te da nijedan potkvadrat ne trebamo mijenjati vise od jednom.

Dakle, dobar pocetni raspored mozemo identificirati sa skupom potkvadrata koji se mi-
jenjaju prilikom njegovog gasenja. Primijetimo da je taj skup jedinstven. Naime, zarulja
na mjestu (1,1) moze biti ugasena samo mijenjanjem potkvadrata koji pocinje na tom
mjestu, pa ako je ona upaljena u pocetnom rasporedu taj potkvadrat mora biti u skupu,
a ako je ugasena onda nije u skupu. Sada kada znamo da li je taj potkvadrat ukljucen u
skup, na isti nacin je, ovisno o zarulji na mjestu (2, 1) jednozna¢no odredeno da li je pot-
kvadrat koji poc¢inje na mjestu (2, 1) uklju¢en u skup. Na ovaj na¢in mozemo induktivno
na jedinstven nacin odrediti za svaki potkvadrat da li je ukljucen ili ne.

Obratno, za svaki skup 2 x 2 potkvadrata ploce postoji dobar pocetni raspored koji se
gasi tim skupom (ako krenemo od potpuno ugasene ploce i promijenimo sve potkvadrate
iz, skupa, dolazimo do trazenog dobrog pocetnog rasporeda).

Prema tome, broj dobrih pocetnih rasporeda je jednak broju mogué¢ih odabira nekih od
2 x 2 potkvadrata. Takvih potkvadrata ukupno ima (n — 1), pa je traZeni broj 2(n=1)%,



Zadatak 3.
Unutar trokuta ABC' dana je tocka P takva da je

1
<JABP = <PCA = 3 (CQABC + <BCA).

4B [AC
Dok N |
okazi da je |AC| + |PB| |AB|+ |PC|

Prvo rjesenje.

Oznacimo s «, i v redom kutove pri vrhovima A, B i C trokuta ABC.
Neka je p = <ABP = <PCApaje3p=p0+7.

Il
A B 11 R

Neka je tocka @) sa suprotne strane pravca BC' od tocke P takva da je ¢etverokut BQC' P
paralelogram, tocka R sjeciSte pravaca AB i C'Q), a tocka S sjeciste pravaca AC' i BQ.

Kako je
JARC = <ABP = <PCA =<BSA =y,

trokuti ARC' i ASB su sli¢ni, odakle je

|AB|  |AC)|
|AS| — JAR|

S druge strane je
<RQB = <QCP =180° — <BPC = (8 — ¢) + (v — ¢) = ¢ = <ARC
pa je trokut RQ)B jednakokracan. Zato je

|AR| = |AB| + |BR| = |AB| + |BQ| = |AB| + |PC].

Analogno dokazujemo da je i trokut QSC' jednakokracan te dobivamo

|AS| = |AC| +|CS| = |AC| + |CQ| = |AC| + |PB|.



Konacno je
|AB| _|AB] _|AC| |AC|

|AC| + |PB| |AS| |AR| |AB|+|PC|’

Sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjesenje.

Uz iste oznake za velicine kutova trokuta ABC'1 uvjet 3p = 5 + v kao u prvom rjesenju,
oznacimo s B; tocku na produzetku stranice AB preko vrha B za koju je [BB,| = |PC],
a s C tocku na produzetku stranice AC' preko vrha C' za koju je |CC,| = |PB].

S obzirom da je

IBPC =180° = (B —¢) — (v — ) = 180° — ¢,
<PBB; = (8 —¢) + (180° — 3) = 180° — ¢,
IPCCL = (v — ¢) + (180° — ) = 180° — ¢,

trokuti BPC', PBB, i C;CP su sukladni.

Stoga iz
PBC=<CCiP=p—¢p 1 <«BCP=<PBiB=7v—¢

zakljucujemo da su tocke C, C', P, B i B; koncikli¢ne.

Konacno, iz potencije tocke A s obzirom na kruznicu opisanu ¢etverokutu C,C B B slijedi:
’AB| ’ABl| = ‘AC| ‘ACI‘ )

|AB|(|AB| + [BB.|) = [AC| (JAC| +[CC4])
[AB|(|AB| + |PC]) = |AC| (|AC] + |PB]),
|AB| |AC|

|AC| + |PB|  |AB| + |PC|’

Sto je i trebalo dokazati.



Trece rjesenje.

Uz uobicajene oznake za duljine stranica i veli¢ine kutova trokuta ABC', neka je <PCA =
<PBA = ¢. Zadano je 3p = B + .

U trokutu BC' P imamo:
<PBC =p—¢, <PCB=7vy—y,

IBPC =180°— (B —¢) — (v — ) = 180° — (B + ) 4+ 2¢p = 180° — ¢,

stoga primjenom poucka o sinusima u tom trokutu dobivamo

[PB| _ sin(y —¢) [PC| _ sin(f —¢)
|BC| sing |BC| sin ¢
odnosno u a
[PB| = ——sin(y—¢), |PCl=_——sin(8-¢).
sin ¢ sin ¢
Zato je jednakost
|AB| |AC|

|AC| + |PB|  |AB| + |PC|

redom ekvivalentna s

c<c+ ‘a sin(ﬁ—gp))zb(b%— .a sin(fy—np)),
sin @ Sm @

a

A -1 =

— (bsin(y — ) — csin (8 — ¢)).

Dijeljenjem s 4R?, gdje je R polumjer kruznice opisane trokutu ABC, zbog poucka o
sinusima dobivamo

sin o

sin?y — sin® B = (sinBsin (v — ) —sinysin (8 — ¢))

sin ¢
pa je trazena jednakost dalje ekvivalentna s

sin «

sin®~y —sin? § = (COS(B_'Y‘{'QO)_COS(’}/_B_‘_SO)),

2sin

sin o

(siny +sin ) (siny — sin 8) = - 2sin psin (v — f),

2sin

. y+B v =p Y+8 . y=B ..
2sin 5 CoS 5 - 2cos 5 sin 5 —smasm('y—ﬁ),

sin (y + f) sin (y — 8) = sin (v + §) sin (v — f),

¢ime je tvrdnja dokazana.



Zadatak 4.

Dokazi da ne postoje prosti broj p i prirodni brojevi a i n (n > 2) takvi da vrijedi

2?4 30 = "

Rjesenje.
Ako je p = 2, onda je 2P + 3”7 = 13 pa bismo imali n = 1, §to je suprotno pretpostavci
zadatka.

Pretpostavimo da je p > 2 i neka je 2P + 3” = a” za neki prirodni broj n > 1.

Kako je p neparan broj, to je

a" =243 =(2+3) (P —27 2. 34 ... — 2.3 2 4 37

pa je a djeljiv s 5. Broj na desnoj strani je zato djeljiv s 5”. Kako je n > 1, taj broj je
djeljiv (barem) s 25 pa zaklju¢ujemo da izraz u drugoj zagradi na desnoj strani mora biti
djeljiv s 5.

S obzirom da je 3 = —2 (mod 5) imamo:

op~l _op=2.3 ... 0.3p 24 gt =gl op2 g L 1 0.0P7 2 ol = P L (1mod B).

Slijedi da je p djeljiv s 5, a buduéi da je p prost broj, preostaje samo mogucénost p = 5.
Medutim,
2°+3°=275="5%-11

Sto nije broj oblika a™ za n > 1.



