MINISTARSTVO PROSVJETE 1 SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Kraljevica, 16. - 19. svibnja 1996. godine

I. razred

1. Dokazite da je izraz
a* —10a* 4+ 9

djeljiv s 1920 za svaki prosti broj a > 5.

2. Brojevi a, b, ¢, d zadovoljavaju relaciju a + b+ ¢+ d = 0. Neka je S| = ab+ bc+ cd
1Sy = ac+ ad + bd. Pokazite da je

551 +85:, <0 1 851455, <0.

3. Zadan je konveksan peterokut ABCDE. Neka su M, N, P, ) redom polovista
stranica AB, BC, CD, DE te neka su R i S polovista duzina MP i QN. Pokazite
da je -

1
ISR| = 314E].

4. Cetiri kruznice polumjera a sa sredistima u vrhovima kvadrata stranice duljine
a, dijele taj kvadrat na devet podru¢ja. Odredite povrsinu svakog od pojedinih
podruéja ako je dana povrsina ) kvadrata, povriina A" kruga polumjera a 1 povrsina
T jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a.
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[I. razred

1. Ako funkcija f zadovoljava uvjete

(a) f(1) =1,
(b) f(z+y)=f(z)+ f(y), Vz,y€R,
(c) =18, vzeR, z#0,

koliko je f(1/1996)?

2. Za koje realne brojeve a, b su moduli svih korijena jednadzbe z* + az? 4+ bz—1=10
jednaki 17

3. Neka je A;A;A3A4 konveksan cetverokut, S sjeciste njegovih dijagonala. Oznaéimo
sa s povrdinu trokuta AgSArer, (As = Ay), k =1,2,3,4. Dokazite da je

33 = 5183 1 284 =381+ 83
ako i samo ako je A;A;A3A, paralelogram.
4. Neka je OA polumjer i OB tetiva kruznice k polumjera R, C sjeciite pravca OB

i tangente na A u tocki A, T tocka na duzini OB takva da je |OT| = |BC|i T’
projekcija od T na OA. lzrazite y = |T'T| kao funkciju od z = |OT"|.
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III. razred

1. Dokazite da za svaki z € R vrijedi nejednakost

sin’® z + cos® z +sin*z < 2.

Kada vrijedi jednakost?

2. Neka su hq, hs, hs duljine visina trokuta ABC na stranice BC, CA, AB, redom,

a u, v, w udaljenosti tocke M iz unutradnjosti trokuta od stranica BC, CA, AB.
Dokazite:

h hy h
24243509,
v v w

hihohs > 27uvw,

(h1 — u)(hy — v)(h; — w) > 8uvw.

3. Pravilna éetverostrana piramida presjeena je ravninom koja prolazi jednim vrhom
baze i okomita je na nasuprotni pobocni brid. Povrsina presjeka dvaput je manja
od povrsine baze. Odredite prikloni kut poboc¢nog brida i baze.

4. Neka su a i B pozitivni iracionalni brojevi takvi da je $+4 = 1, te A = {[na]|n € N}
i B = {[np]|n € N}. Dokazite da je tadla AUB=NiAnB=40.

Naputak: MoZete dokazati ekvivalentnu tvrdnju: Za funkciju 7 : N — N defini-
ranu sa

n(m) = Card{k|k € N,k <m,k € A} + Card{k|k € N,k < m,k € B}
vrijedi 7(m) =m, Vm € N.

([z] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije veéi od z.)
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IV. razred

1. Postoji li rjeSenje.jednadzbe

[z] + [22] + [4z] + [8z] + [162] + [322] = 123457

([z] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije ve¢i od z.)

2. Za koje vrijednosti A}, Ay € R su sva rjeSenja jednadzbe

(z+iA)" "+ (z+1X)" =0

realna? Odredite ta rjeSenja.

3. Odredite funkcije f : R — R, neprekidne u nuli, koje zadovoljavaju ovu relaciju

f(z) = 2f(tz) + f(t%z) = 2, zasvakoz €R,

gdje je t € (0,1) dani fiksan broj.

4. Neka su « i # pozitivni ‘iracio_n.alni brojevii 2 + 4 =1, te A = {[nd]ln € N} i
B = {[nf]|n € N}. Dokazite da je tada AUB=NiANB=40.

Naputak: MoZete dokazati ekvivalentnu tvrdnju: Za funkciju @ : N — N defini-
ranu sa

7(m) = Card{k|k € N,k <m,k € A} + Card{k|k € N,k < m,k € B}
vrijedi 7(m) =m, Vm € N.



