ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Zadar, 2. - 5. svibnja 2002. godine

I. razred

1. Duljina srednjice trapeza je 4 a kutovi uz jednu osnovicu su 40° i 50°. Odredite
duljine osnovica ako je udaljenost njihovih polovista jednaka 1.

2. Dokazite da za bilo koje pozitivne brojeve a, b, ¢ i bilo koji nenegativan pozi-
tivan broj p vrijedi nejednakost

aPt? 4 P2 4 P2 > 0Phe 4 WPea + Pab .

3. Nadite sve trojke (z,y, z) prirodnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu

2:r2y2 + 29222 + 22227 — 24 — vt — 2% = 576.
Naputak: Tzraz s lijeve strane jednadzbe rastavite na faktore.

4. "Kolo srece” podijeljeno je na 30 odjeljaka u koje su upisani brojevi 50, 100,
150, ..., 1500 (u nekom redoslijedu). DokaZite da postoje tri uzastopna odjeljka
u kojima je zbroj upisanih brojeva veéi ili jednak 2350.
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II. razred

1. Nadite sva rjesenja jednadibe

(z? + 32— 4)® + (222 — 52+ 3)* = (322 — 22 — 1)3.

2. Neka su a, b, c realni brojevi veéi od 1. Dokazite sljede¢u nejednakost
b?' c2 a2
log, (&Z -b+ ac) log, (E —c+ ab) log, (E —a+ bc) > 1.

3. Ako za trokute s duljinama stranica a, b. ¢ i o', ¥, ¢ te nasuprotnim
kutovima a, B, v i o, f, 4/ vrijede jednakosti a + o/ =7 i 8 = 8,
dokazite da vrijedi i jednakost aa’ = bb’ + cc'.

4. Odredite sve pozitivne cijele brojeve n za koje jednadzba

ima tofno pet rjeSenja (z,y) u skupu pozitivnih cijelih brojeva.
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IIL. razred

- U trokutu ABC kutovi @ = { BAC i 8 = 4 CBAsusiljasti. S vanjske strane
trokuta nad stranicama AC i BC, kao bazama, konstruirani su jednakokraéni
trokuti ACD i BCE s vrinim kutovima 4 ADC = 8, odnosno JBEC = a.
Neka je O srediste kruznice opisane trokutu ABC. Dokazite da je | DO|+ |EO)|
jednako opsegu trokuta ABC ake i samo ako je 4 ACB pravi.

- Dokazite da se prirodan broj moze prikazati kao zbroj dva ili viSe uzastopnih
prirodnih brojeva ako i samo ako taj broj nije potencija broja 2.

. Na dijagonalama AB; i CA; boé¢nih strana ABB;A; i CAA,C; trostrane
prizme ABCA;BC) danesutotke E i F takve daje EF || BC,. Nadite
omjer duljina duzina EF i BC] .

- Na otoku Zivi n domorodaca. Svaka dva su ili prijatelji ili neprijatelji. Jednog
dana poglavica naredi svim stanovnicima (ukljucujuéi i sebe) da si naprave i
da nose kamene ogrlice, tako da svaka dva prijatelja imaju barem po jedan
istovrsni kamen u svojim ogrlicama, a da se sva kamenja u ogrlicama dvaju

neprijatelja razlikuju. (Ogrlica moZe biti i bez kamenja.) Dokazite da se
poglavi¢ina zapovijed moZe izvrsiti koristeéi [ZJ razli¢itih vrsta kamenja, i

da se opéenito ovo ne moze postiéi s manje kamenja.
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IV. razred

1. IzraCunajte beskonacni zbroj s = 1 + 4z + 922 + ... 4+ n2z"1 4+ .. ., gdje je
lz| < 1.

2. Vrhovi kocke u prostornom koordinatnom sustavu s ishodistem O su u tockama
A(1,1,1), A'(-1,-1,-1), B(~1,1,1), B'(1,-1,-1), C(~1,-1,1), C'(1,1, 1),
D(1,-1,1), D'(-1,1,-1). Tocka O je srediste kocki opisane sfere. Neka tocka
T nije na toj sferi i d = |OT|. Oznatimo s o = JATA, 8 = I BTH',
¥=494CTC"ié=<¢DTD'". Dokazite da je

3242

tg201 + thﬂ + tg2’)’ + tg26 = m

3. Neka je f(z) = 22992 — 2901 4 1. Dokazati da su za svaki prirodan broj m
brojevi m, f(m), f(f(m)), f(f(f(m))), ..., u parovima relativno prosti, tj. da
nikoja dva medu njima nemaju zajednicki djelitelj veéi od 1.

4. Neka je (an), n € N rastudi niz prirodnih brojeva. Za €lan aj, tog niza kazemo
da je dobarako se moze prikazati kao suma nekih drugih (ne nuzno razli¢itih)

¢lanova tog niza. Dokazite da su svi ¢lanovi tog niza, osim njih konaéno mnogo,
dobri.



