ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE I PROSVJETE
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za drzavno natjecanje ucenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

Crikvenica, 12. - 15. svibnja 1994.

I. razred

1. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
X,1_ 1 _3
m n mnZ T %°

2. Neka su a i b duljine osnovica trapeza. Dokazite:

(a) Duljina duzine paralelne s osnovicama, koja raspolavlja povrsinu trapeza, jednaka je
1/ “—2%93 (kvadratna sredina).

(b) Duljina spojnice polovista krakova jednaka je 2£¢ (aritmetitka sredina).

(c) Duljina duZine paralene osnovicama, koja dijeli trapez na dva medusobno sliéna
trapeza, jednaka je \/auc (geometrijska sredina).

(d) Duljina duZine paralelne s osnovicama kroz sjeciste dijagonala, kojoj su krajevi na

krakovima, jednaka je lil (harmonijska sredina).
a <

3. Rijesite sustav jednadzbi
2:1)1 — 5232 + 3:123 =0
2:1,‘2 - 5153 + 31‘4 =0
2%1993 —~ HT1994 + 321 = 0

2.’1)1994 - 5I1 + 3.’1)2 = 0.

4. PokazZite da za svaka dva pozitivna broja p i ¢ vrijedi nejednakost

(P +p+1)(¢*+q+1)> 9pg.
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II. razred

1. Odredite sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi

2241 =22 i |z-3i|=+V10.

2. Neka je f : R — R kvadratna funkcija f(z) = az?+bz+c. Oznagimo sa D diskriminantu,
sa P umnozak, a sa S zbroj njezinih nultocaka. Pokazite da postoji samo jedna funkcija
f za koju su a, D, P, 5 cetiri uzastopna cijela broja (u rastuem poretku).

3. Odredite siljaste kutove pravokutnog trokuta kojemu se polumjeri opisane i upisane kruznice
odnose kao 5 : 2.

4. Rijesite jednadzbu
%log%(z +2)2-3= log%(4 — )3 — log,(z + 6)3.
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III1. razred

1. Na hipotenuzi AB pravokutnog trokuta ABC izabrana je tocka P tako da je |PA| =
m,|PB| = n,|PC| = d. PokaZite da je

a’m? + b*n? = 2d?,

gdje je |BC| = a,|CA| = b,|AB]| = c.

2. Rijesite jednadzbu
2cos(3(1+z)) = & + 2%

3. Volumen kocke ABC DA; B;Cy D, jednak je V. Nadite volumen zajedni¢kog dijela tetraedara
AB;CDyi A BCD.

4. U ravnini je dano pet tocaka Py, P, P3, P4, P5 sa cjelobrojnim koordinatama. Pokazite
da postoji bar jedan par (P, P;) za ¢ # j tako da pravac P;P; sadrii neku tocku @ sa
cjelobrojnim koordinatama koja lezi izmedu P; i P;.
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IV. razred

1. Ako je jedan &€lan beskonaénog aritmeti¢kog niza u skupu prirodnih brojeva potpuni
kvadrat, dokazite da takvih ¢lanova ima beskonatno mnogo.

2. Neka je z kompleksan broji w = f(z) = 3—32-

(a) Odredite skup {w: 2z =2+ 1y,y € R} u kompleksnoj ravnini.

(b) Pokazite da se funkcija w moze zapisati u obliku 2=3 = A2=1.
1

(c) Neka je zp = 5 i niz (2,) definiran sa
n > 1.

_ 2
Zn = 3-zp_1?

Koristeéi svojstvo (b) izrac¢unajte limes niza (zy).

3. Odredite polinom P(z) s realnim koeficijentima takav da za neki n € N. vrijedi

zP(z —n)=(z—1)P(z), VzeR.

4. U ravnini je dano pet tocaka Py, Py, P, Py, Ps sa cjelobrojnim koordinatama. PokaZite
da postoji bar jedan par (P;, Pj) za ¢ # j tako da pravac P;P; sadrzi neku to¢ku @ sa
cjelobrojnim koordinatama koja lezi izmedu /% i P..



