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MATEMATIKA
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Varazdin, 13 - 16. svibnja 1993. godine

I. razred

. Kugla polumjera R presjecena je s dvije paralelne ravnine tako da je
sredidte kugle izvan sloja odredenog tim ravninama. Neka su Py 1 P,
povriine presjeka, a d medusobra udaljenost danih ravnina. Nadite
povrsinu presjeka kugle ravninom koja je paralelna danim ravninama i
jednako od njih udaljena.

2. Odredite ¢etveroznamenkasti broj oblika aabb koji je potpuni kvadrat.

3. Dokazite da se svaki poligon opsega 1 moze prekriti krugom polumjera
1

1

4. Za kojen € N je izraz % cjelobrojan?
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II. razred

. Rijesite u skupu R nejednadzbu

4% — 23.‘+l -
b)z — 4

| < 1.

. Odredite sve trojke prirodnih brojeva ,vy, = za koje vrijedi

2 3 4
;I_+y_7'+z—2_l

. Dane su totke A i B u ravnini. DokaZite da je geometrijsko mjesto

tocaka M takvih da je |AM|?> — |BM|> = k (gdje je k dani broj),

pravac okomit na pravac AB.

Oko kruznice su na bilo koji naéin opisani trokut i kvadrat. Dokazite
da je duljina dijela opsega kvadrata unutar trokuta veca od dijela izvan
njega.
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I11. razred

1. U pravokutnom trokutu ABC stranica AB je hipotenuza, a teZinice
AA’ i BB’ se sijeku u tezistu T. Dokazite da je cos LATB' > % ida
jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakokracan.

2. Unutar kruznice polumjera R nalazi se n manjih kruznica polumjera
1,72, ..., takvih da je 1y + 7y + ... + 7, > 4R. Dokazite da postoji
pravac koji sijece barem 5 manjih kruznica.

3. Nad stranicama AB i BC trokuta A BC konstruirani su jednakostranicni
trokuti ADB i CBE. Ako je T teziste trokuta CBE, a P poloviste
duzine AC dokazite da je ZDPT pravi kut.

4. U trokutu s duljinama stranica a,b,c i nasuprotnim kutovina a, 3,7
definira se tzv. Brocardov kut w formulom

m = ctgw = ctga + ctg B + ctgy.

(a) lzrazite zbrojeve a>4+b0%+c?, a'+b'+c* i b c®+c?a’+a?b? pomocu
velicine m i povrsine P trokuta koristeci prethodno dokazanu for-
mulu

22%c? 4+ 2¢2a? + 2a2h? — ot — b — ¢ = 16 P2

(b) Dokazite da je m > 3. Sto to znaéi za kut w? Za koje trokute

vrijedi jednakost?

(c) Dokazite da ne postoji trokut kod kojeg su a, b, c, m cijeli brojevi.
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IV. razred

1. Zadan je niz {a,} rekurzivhom formulom
246
Any1 = &}‘ZL’ O<b§1, ao=0.

Pokazite da je niz konvergentan i izracunajte mu limes.

2. Unutar kruznice polumjera R nalazi se n manjih kruznica polumjera
T1,7T2,...,7, takvih da je ry + 1y + ... + 7, > 4R. Dokazite da postoji
pravac koji sijete barem § manjih kruznica.

3. Nad stranicama AB i BC trokuta ABC konstruirani su jednakostraniéni
trokuti ADB i1 CBE. Ako je T teziste trokuta CBE, a P poloviste
duzine AC dokazite da je ZDPT pravi kut.

4. U trokutu s duljinama stranica a, b,c i nasuprotnim kutovina a, 3,5
dafinira se tzv. Brocardov kut w formulom

m =ctgw = ctga+ctgf + ctgy.
(a) lzrazite zbrojeve al4+b%4c?, a'+b'+ct i bt +c?a’+a?bh? pomoéu

veli¢ine m i povrsine P trokuta koristeéi prethodno dokazanu for-
mulu

262¢2 + 2c%a? + 2a?b? — ot — bt — ¢ = 16 P2.
(b) Dokazite da je m > 3. Sto to znaéi za kut w? Za koje trokute
vrijedi jednakost?

(c) Dokazite da ne postoji trokut kod kojeg su a, b, ¢, m cijeli brojevi.



